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El trabajo tiene como objetivo central, diseñar una secuencia de actividades que 
permita analizar y aplicar los métodos de integración numérica como recurso para 
el cálculo de la integral definida. 
 
Para llevar a cabo su diseño, se analizaron diferentes aspectos teóricos a través 
de la historia del cálculo, subyacentes tanto al concepto de la integral definida 
como de los métodos numéricos de integración.  
 
Estos aspectos sirvieron de sustento disciplinar para describir analítica y 
geométricamente todos aquellos elementos a incluir en la secuencia de 
actividades. 
 
Así una vez definidos estos aspectos, necesarios para el desarrollo del trabajo, se 
diseñaron, aplicaron y analizaron tanto un diagnóstico como algunas de las 
actividades incluidas en la secuencia. Esto para determinar, el desempeño que 
tuvieron los estudiantes de segundo semestre de Ingeniería Catastral y Geodesia 
de la Universidad Distrital, respecto del concepto de integral definida.  
 
Palabras clave:  
 
Errores de aproximación, integral definida, representación geométrica, regla de 
Simpson, regla de trapecios, subintervalos, valor aproximado.  







This undergraduate thesis presented here, has as main objective, to design a 
sequence of activities to analyze and apply methods of numerical integration as a 
resource to stop the calculation of the definite integral. 
 
For its structure, different theoretical through the history of calculus, underlying 
both the concept of the definite integral as numerical integration methods were 
analyzed aspects. 
 
These aspects served as analytical support and discipline to describe 
geometrically all those elements to be included in the sequence of activities. 
 
So once defined these aspects, necessary for the development work, were 
designed, implemented and analyzed both diagnosed as some of the activities 
included in the sequence.  This is to determine the performance they had students 
in second half of Cadastral Engineering and Geodesy of the University District, on 




Rounding errors, definite integral, geometric representation, Simpson's rule, 
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En los primeros cursos de matemáticas para ingeniería, la conceptualización de la 
integral indefinida remite directamente a la búsqueda de anti derivadas en las que 
se usan las técnicas de integración, lo que implica diferenciar características y 
propiedades de la función a integrar para saber cuál es la técnica apropiada a 
usar en su determinación, pero en las aplicaciones prácticas  los ingenieros  
requieren del uso de la integral definida; para la comprensión de este concepto es 
fundamental presentarlo desde la perspectiva geométrica, tal como 
históricamente se desarrolló, es decir abordar inicialmente el problema  de 
calcular el  área de una región por el método de exhaución, para posteriormente 
introducir  las sumas de Riemann y finalmente presentar el Teorema Fundamental 
del Cálculo y así establecer el vínculo entre los dos conceptos: la integral 
indefinida y la integral definida. 
Sin embargo existen casos en los cuales la introducción y métodos antes 
mencionados no funcionan y requieren un tratamiento especial para determinar 






o en integrales en las que no se conoce una fórmula explícita de la función pero si  
una representación tabular de un conjunto de datos experimentales. Es así que 





Es así que en este trabajo se abordarán diferentes aspectos relevantes a los 
métodos numéricos de integración desde su abordaje histórico hasta sus 
aplicaciones. Para tales efectos, serán considerados en 5 capítulos distribuidos 
de la siguiente manera: 
 
! En el capítulo 1 se trabajaron algunos aspectos históricos de la integral, 
desde sus inicios con el método de exhaución trabajado por Eudoxo, 
algunos precursores que impulsaron su desarrollo y su conceptualización 
que originaron los métodos numéricos de integración.  
! En el capítulo 2 se trabajaron los diferentes aspectos disciplinarios 
relevantes al cálculo integral como lo son los conceptos básicos de la 
integral definida, áreas bajo la curva, los conceptos sobre la integración 
numérica (reglas de Simpson y trapecios) así como algunos teoremas 
relevantes  para el desarrollo de la propuesta. 
! En el capítulo 3 se desarrolló la secuencia didáctica propuesta para el 
trabajo. Además se incluyeron los análisis de los resultados provistos tanto  
por las actividades diagnóstico como de la validación de la secuencia a 
través de una muestra de las actividades propuestas. 
! En el capítulo 4 se hizo del análisis matemático de uno de los instrumentos 
basados en el concepto de integración por medio de la medición de áreas 
de recintos cerrados útiles en la práctica. 
! Finalmente en el capítulo 5 se incluyeron las conclusiones y posibles 




1. Algunos Aspectos Históricos – 
Epistemológicos del Cálculo Integral   
 
En este capítulo se abordan algunos aspectos históricos referentes a los orígenes 
tanto del cálculo integral asociados con la interpretación de la integral definida  
como área bajo la curva desde la perspectiva de Arquímedes referido al proceso 
conocido como el método de exhaución, como de los métodos numéricos de 
integración (reglas de Trapecios y Simpson) cuyos orígenes se remontan al 
problema denominado la Regla del Tonel.    
 
1.1. Algunos Autores y Aspectos Históricos de la 
Integral Definida  
 
Algunos problemas como determinar longitudes de curvas, áreas encerradas por 
curvas, los volúmenes de sólidos, centroides, etc., y algunos problemas 
dinámicos como determinar el espacio recorrido por un móvil conocida la 
expresión de su velocidad, o el espacio recorrido por un cuerpo sometido a la 
atracción gravitatoria de otro cuerpo puntual, pueden ser considerados como  los 
motivadores del inicio del cálculo integral. 
 
Los griegos, particularmente Arquímedes, habían resuelto algunos casos 
particulares del cálculo de áreas y volúmenes por el método llamado “exhaustivo”. 
Este proceso consiste en: “Dada una región cuya área quiere determinarse, se 
inscribe en ella una región poligonal que se aproxime a la dada  y cuya área sea 
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de fácil cálculo. Luego se elige otra región poligonal que dé una aproximación 
mejor y se continua el proceso tomando polígonos con mayor número de lados 
cada vez, teniendo a llenar la región dada” (Apóstol, T., 2006: 3). En la figura 








𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 1− 1  
 
Este método fue trabajado, antes de Arquímedes, por Eudoxo (390-337 a.C.) sin 
usar expresamente el paso al límite, Eudoxo demostró que el volumen de 
una pirámide es la tercera parte del de un prisma de su misma base y altura; y 
que el volumen de un cono es la tercera parte del de un cilindro de su misma 
base y altura. 
 
1.1.1.  El Método de Exhaución  
 
El desarrollo del método de exhaución (sobre el cual se sustenta la interpretación 
de integral como área bajo la curva), no se vio completamente estructurado dado 
la falta de notación adecuada y de la ausencia de algunos conceptos 
matemáticos necesarios para su adecuación. (Surgimiento del algebra) [2] 
 
                                                
 
1 En la representación grafica de esta figura, se utilizó solamente el método sobre el cual se 
inscriben  polígonos regulares. Se analiza de forma similar al circunscribirlos  
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Sin embargo en el siglo XVII gracias el descubrimiento del cálculo diferencial e 
integral por parte de Isaac Newton (1642 – 1727) y Gottfried Leibniz (1646 – 
1716)  se pudo apreciar que el cálculo se podía usar (entre otras aplicaciones) 
para determinar el área de una región delimitada por curvas, además de 
desarrollar  “unas reglas para manipular la derivada y mostrar la intima conexión 
que existe entre la derivada de una función y la integral definida” (González, K., 
2006: 15) 
 
Uno de los ejemplos característicos que ejemplifica el proceso de exhaución, es 
aquel sobre el que Arquímedes determinó el área de un segmento parabólico. 
Esto proceso tiene las siguientes características2: 
 
• Se parte de un segmento parabólico 𝐴𝐵𝐶 cortado por una cuerda 𝐴𝐶, 









𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 1− 2  
 
Para determinar esta área, se parte de la hipótesis que 𝐻𝐵𝐼  ∥  𝐴𝐶 
 
El proceso a realizar [15] se basa en la construcción de figuras regulares 
de tal manera que abarque la mayor cantidad de área posible: 
                                                
 
2 La notación usada no corresponde a la que empleo Arquímedes. Sin embargo el razonamiento si 













𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 1− 3  
 
Entonces se tiene una primera área llamada 𝐴! conformada por el triangulo 
𝐴𝐵𝐶. Luego se divide 𝐴𝐶 en 4 partes iguales y se trazan 𝐹𝐷  ∥  𝑂𝐵   𝑦  𝐺𝐸  ∥
𝑂𝐵  para determinar el área 𝐴! la cual está conformada por la suma de las 
áreas de los triángulos ∆ 𝐴𝐵𝐶,∆ 𝐴𝐷𝐵,∆ 𝐵𝐶𝐸  
 
De forma análoga se continúa con la construcción de  las áreas 
𝐴! , 𝐴! ,  𝐴! ,… , 𝐴! 
 
Durante el siglo anterior a Newton y Leibniz se desarrollaron técnicas y 
procedimientos a través de los infinitesimales con el fin de calcular áreas y 
volúmenes. Y fue precisamente Johannes Kepler uno de los matemáticos que 
contribuyeron al desarrollo de estos procesos. 
 
Métodos como el descrito anteriormente a través del arco de parábola se 
conocieron en Europa en el siglo XVI, se mejoraron y aplicaron a gran variedad 
de problemas sin temor al paso al límite, ni al infinito ni a los números 
irracionales, lo que produjo una variedad de procedimientos, con una base teórica 
débil, pero muy poderosa. Veamos algunas de las consecuencias y aportes con 
sus correspondientes autores: 
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1.1.2. Galileo Galilei 
 
Galileo (1564-1642) justificó que el espacio recorrido por un móvil era igual al 
área comprendida entre la curva de la velocidad y el eje del tiempo. Esta idea es 
muy importante, dado que unificaba dos problemas de orígenes bien diferentes: la 
longitud de una curva y el área entre curvas. 
1.1.3. Bonaventura Cavalieri 
 
Cavalieri (1598-1647), desarrolló de manera sistemática técnicas infinitesimales 
para resolver problemas. De acuerdo con su teoría, determinó que un área se 
expresaba como la suma de infinitas rectas; para los volúmenes, como la suma 
de infinitos planos. 
 
Eso significaba que comparaba las áreas (o volúmenes) de los “indivisibles” que 
forman una figura con los que forman otra, para deducir que si aquéllas se 
hallaban en una determinada relación, también lo estaban en esa misma las de 
las figuras correspondientes.  
 
Por citar un caso en particular, se expresará la relación entre el área de un 
triángulo parabólico y el volumen de una pirámide [9]. El área del triángulo bajo la 
parábola 𝑦 = 𝑥! se expresaría como la suma de infinitos segmentos verticales 
como se aprecia en la figura 1− 4 
 
La longitud de cada uno de los segmentos es el cuadrado de su respectivo valor 
en el eje x. Ahora si se toma cada una de estas formas cuadradas3 como una 
                                                
 
3 Cuadriláteros de dimensiones a y 𝑎! 
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figura bidimensional, se podría generar una pirámide de base cuadrada como la 











𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 1− 4  
 
Cavalieri pudo determinar las fórmulas para las áreas bajo las curvas tales como 










𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 1− 5  
 
                                                
 
4 La serie continúa de tal forma se que genera una pirámide de altura 𝑎 y de base el área de 𝑎! 
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Además, descompuso las figuras en indivisibles de magnitud inferior. Así, para 
calcular volúmenes, cortaba los cuerpos y media el área de las secciones. Esto 
suponía una ruptura con los procedimientos previos de los griegos y de Kepler. 
Su postura puede resumirse en una frase que se le atribuye: “el rigor es cosa de 
los filósofos, no de los matemáticos”. Estaba más interesado en los resultados 
prácticos de los cálculos que en la justificación última de lo que eran los 
“indivisibles”.  
 
El llamado teorema de Cavalieri fue enunciado de la siguiente forma: “si dos 
cuerpos sólidos tienen la misma altura y al hacer secciones paralelas a la base 
las áreas de las secciones están siempre en una proporción fija, entonces en esa 
misma proporción están los volúmenes”. Su justificación la hizo a través de la 
transformación de un sólido en otro mediante la transformación de las secciones 
a lo largo de la altura. Este resultado fue expuesto en 1635 en su libro Geometría 
de los indivisibles. 
 
Otro de sus resultados fue la fórmula que hoy  día se escribe en notación 
moderna de la forma:  
 










y que obtuvo al estudiar el cuerpo engendrado al girar la curva de ecuación 
𝑦 = 𝑥! . El resultado general lo conjeturó, tras haberlo demostrado para valores 
pequeños de 𝑛. 
1.1.4. Isaac Barrow 
 
Isaac Barrow (1630 – 1677)  aporto de manera significativa al desarrollo del 
cálculo integral y diferencial pues fue uno de los personajes históricos que se 
percataron de la relación entre los problemas de cuadraturas y tangentes lo que 
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implicó en una versión preliminar de Teorema Fundamental del Cálculo desde 
una perspectiva geométrica. 
 
Según lo trabajado por Barrow y su aproximación geométrica al Teorema 
Fundamental del Cálculo, se puede interpretar como sigue a continuación [16] 
 
! Sea la función 𝑦 = 𝑓(𝑥) continua y creciente en un intervalo 𝑎, 𝑏  de tal 
manera que el área bajo la curva 𝑓(𝑥) se define como:  
 







Ahora si se considera la expresión  𝐹 = 0 , 𝑥 − 𝑋𝐹  un punto que ∈  𝑎, 𝑥  tal que 
!"
!"
= 𝑋𝐹 donde 𝑋𝐻 = 𝐹(𝑥) y 𝑋𝐽 = 𝑓(𝑥)  además de los  puntos  𝐻 = 𝑥 ,𝐹(𝑥)  y 














𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 1− 6  
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Entonces la recta que pasa por los puntos 𝐻 y 𝐹, es decir 𝐻𝐹, es tangente a 𝐹(𝑥) 
lo que significa que la pendiente (𝑚) de la recta tangente construida es !"
!"
= 𝑋𝐽 =
𝑓 𝑥  como 







 y la derivada de 𝐹(𝑥) en el punto 𝐻 es precisamente 𝑓(𝑥), entonces 𝐹´ 𝑥 =
𝑓(𝑥), es decir:  
𝑑







Esto muestra la evidencia geométrica del proceso que siguió Barrow para 
determinar y demostrar lo que se conoce hoy día como el teorema Fundamental 
de Cálculo.  
 
1.1.5. Isaac Newton y Gottfried Leibniz 
 
 
Durante el desarrollo histórico de las matemáticas hacia la tercera parte del siglo 
𝑋𝑉𝐼𝐼 , Gottfried  Leibniz (1646− 1716) e Isaac Newton  (1642− 1727) inventaron 
el cálculo (integral y diferencial) de manera independiente. 
 
Dentro de sus múltiples logros determinaron los conceptos generales de derivada 
(Fluxión) y de integral en donde reconocían ambos conceptos como operaciones 
inversas a través de la relación entre la tangente y área5.  
 
                                                
 
5 Esta relación ya había sido establecida por otros personajes históricos en el desarrollo de las 
matemáticas como por ejemplo Evangelista Torricelli, Gilles De Roverbal y en especial Isaac 
Barrow,  
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Newton llamaba a la derivada como fluxión lo que significaba flujo o razón de 
cambio, mientras que Leibniz asocio este concepto como una razón de 
diferencias infinitesimales.  
 
Desarrollaron un simbolismo y unas reglas formales del cálculo que podían 
aplicarse a funciones algebraicas y trascendentes, independientes de cualquier 
significado geométrico. 
 
! Por su parte Newton desarrollo tres versiones del cálculo en donde utiliza 
el concepto de los infinitesimales a través de una aproximación geométrica 
a la manera sobre la cual la hacía Isaac Barrow. En estos trabajos y 
además de contener otros descubrimientos, Newton muestra la relación 
entre problemas de cuadraturas y tangentes [16] 
 













𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 1− 7  
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Sea 𝑓 𝑥 = á𝑟𝑒𝑎 𝐴𝐵𝐶. Newton considera el punto 𝑥,𝑦 = 𝐶 que se mueve 
a lo largo de la curva 𝑓 𝑥 . 
 
Sobre estas consideraciones, toma sobre el eje 𝑥 un incremento ℎ una 
cantidad infinitesimal. Ahora sea 𝐵𝐸 = ℎ y 𝐵𝐺 = 𝑗 tal que 
ℎ𝑗 = á𝑟𝑒𝑎 𝐵𝐸𝐷𝐺 = 𝐵𝐸𝐶𝐻.  
 
El incremento del área estaría expresado por siguiente ecuación6:  
ℎ𝑗 = 𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓 𝑥 =
𝑎












(𝑥 + ℎ)! =
𝑎
𝑟




















Ahora si se dividen en las ecuaciones 1− 5 y 1− 6 por ℎ se obtiene que: 
 
𝑗 = 𝑎𝑥!!! +
𝑎(𝑟 − 1)
2  ℎ𝑥
!!! +  
𝑎 𝑟 − 1 (𝑟 − 2)
1×2×3  ℎ




Si ℎ se hace tender a cero o lo mismo que decir que el incremento se hace 
“tan pequeño” como sea, entonces 𝑗 va a coincidir con 𝐵𝐶 y además los 
términos que lo contienen se eliminan y queda como resultado la siguiente 
expresión: 






                                                
 




!  con !!!
!
= 𝑟 
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lo que coincide con el punto 𝑥,𝑦 = 𝐶 
 
Esto prueba que Newton ha determinado que la razón de cambio del área 
bajo la curva es el cociente:  





Esto es que a través de la determinación de antiderivadas, se permite el 
cálculo de cuadraturas. 
 
! A diferencia de Newton, Leibniz [11] consideró una curva como un 
polígono de infinitos lados cada uno de longitud  infinitesimal. Esto implica 
que se empiezan a consideran una serie de puntos (𝑥,𝑦) en eje 𝑥 descritos 
como 𝑥!, 𝑥!, 𝑥!,…, con sus respectivas imágenes en eje 𝑦 como 𝑦!,𝑦!,𝑦!,…, 
 
Leibniz expresaba la diferencia entre dos valores consecutivos a lo largo 
del eje 𝑥 como un diferencial denotado como 𝑑𝑥. Esta diferencia puede ser 
“tan pequeña”  como se quiera o en términos de lo que Leibniz considero 
una diferencia infinitesimal sin que esta sea considerada como 07 
 
Aquí se empiezan a considerar una serie de diferenciales 𝑥! − 𝑥!, 𝑥! −
𝑥! ,…,𝑥! − 𝑥!!! asociados a la curva por medio de los valores en el eje 𝑥. Los 
lados del polígono formado estarían constituidos por8:𝑑𝑥, 𝑑𝑦 y 𝑑𝑠 los 
cuales cumplen con la relación: 




                                                
 
7 Para el eje 𝑦 se considera análogamente como 𝑑𝑦  
8 El lado del polígono 𝑑𝑠 es tomado como coincidente con la recta tangente de la curva en el punto 
𝑥 
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𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 1− 8  
 
La pendiente de la recta tangente en el punto (𝑥,𝑦) es el cociente entre 𝑑𝑦 
y 𝑑𝑥, es decir !"
!"
 el cual Leibniz llamó coeficiente diferencial.  
 
De esta forma Leibniz comienza a considerar el concepto de integral como 
una suma infinita de rectángulos cuya base esta medida por 𝑑𝑥 y altura 𝑦. 
A continuación se aprecia esta relación [11] : 
 
𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 1− 9  
16 La integración numérica como recurso para el cálculo de la integral definida 
 
 
Estos triángulos Leibniz los consideró como una relación entre los 
concepto de diferenciación e integración el cual empleó una notación para 
la integral (la cual se mantiene hoy día) como y dx  lo que simbolizaba 
una “s” alargada la cual representaba una suma. De esta manera Leibniz 
calcula las integrales por antiderivadas. 
 
Es de notar que, a pesar que a Newton y a Leibniz se les atribuye la 
invención del cálculo (aunque no en su forma moderna) con resultados 
perfectos, existieron problemas con su fundamentación, pues habían 
cuestionamientos que daban a entender suposiciones que aún ellos no 
sabían argumentar de manera clara. Esto era el hecho de aceptar y utilizar 
cantidades que se desvanecían y se hacían cero. Esto anterior se expresó 
con el uso de cantidades infinitesimales (infinitamente pequeñas) en el 
caso del cálculo propuesto por Leibniz o el cambio de las cantidades 
variables con el tiempo en el cálculo de Newton [7].  
 
Esta falta de fundamentación subyace precisamente por la no claridad en 
la formulación del concepto de límite algo que hizo notar George Berkeley 
(1685 – 1753), aunque no por ello significara que su noción no estuviera 
implícita en sus razonamientos. 
 
Y es precisamente que en muchas de las obras y razonamientos 
posteriores a la aparición del cálculo, de los matemáticos de finales del 
siglo XVIII y principios del siglo XIX empezaron a ver la necesidad de 
expresar formalmente el concepto de límite. Algunos contribuyeron a su 
definición, pero los que más se destacaron fueron Augustin Cauchy (1789 
– 1857) y Karl Weirstrass ( 1815 – 1897). En sus definiciones, el primero 
toma una postura más aritmética en la definición de límite en el que hacía 
uso de expresiones como “aproximaciones tan pequeñas como se 
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quiera”´[18] mientras que el segundo plantea una definición más rigurosa 
del concepto de límite9 en la que usa el concepto de número reales y las 
operaciones de suma y resta y la relación “menor que” [18]. Esta última 
definición junto con la de número real contribuyeron de forma significativa a 
la aritmetización del análisis lo que supuso una claridad en el uso de 
conceptos de derivada, continuidad e integral.  
 
1.2. Origen de la integración Numérica 
 
La regla de la parábola, también conocida como la regla de Simpson fue utilizada 
por primera vez por Evangelista Torricelli (1608 – 1647) [6], quien aborda los 
problemas de curvaturas y cuadraturas por medio del método de los indivisibles 
sobre el cual basaba su razonamiento Cavalieri pero con el añadido que retoma 
aspectos sobre el método de exhaución de Arquímedes. Esto lo trabajo a través 
de las demostraciones que realizó sobre cuadratura de la parábola. 
 
Sin embargo el nombre de la regla debe su nombre al matemático Inglés Thomas 
Simpson (1710 – 1761) basada en un trabajo previo conocido como la regla del 
tonel que Johannes Kepler ya había formulado en 1615. 
 
Thomas Simpson es reconocido por sus trabajos sobre la integración numérica y 
por la solución gráfica de tres tipos de ecuaciones cuadráticas; además que la 
regla que lleva su  nombre se basa en conceptos y conocimientos que provienen 
del mismo Newton. 
 
                                                
 
9 Plantea: “ Si, dado cualquier 𝜀, existe un 𝜇!, tal que para 0 < 𝜇 <  𝜇!, la diferencia 𝑓 𝑥! ± 𝜇 − 𝐿 
es menor, en valor absoluto, que 𝜀, entonces se dice que L es el límite de 𝑓 𝑥  para 𝑥 = 𝑥! [18] 
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1.2.1. La Regla del Tonel 
 
Johannes Kepler: (1571 – 1630) Estudió la forma de calcular  el volumen de 
cuerpos de revolución, descomponiéndolos en partes indivisibles de la forma 
adecuada a cada problema. Así determinó el volumen de más de noventa 
cuerpos diferentes. 
 
La historia cuenta anecdóticamente que el trabajo de Kepler se motivó porque en 
su segunda  boda compró vino en barriles para festejar [10]. Para calcular el valor 
de dichos barriles, el encargado media el barril insertando desde el agujero donde 
se encontraba el tapón (T) hasta la tapa superior e inferior del barril (B), como se 








𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 1− 10  
 
De esta forma determinaba la distancia de T a B como 𝑑 = 𝑇𝐵   la cual usaba 
para decidir el precio del barril, lo que causo en Kepler gran inquietud pues se 
apreciaba que, un barril alto y delgado y uno ancho y más bajo, podrían tener la 
misma distancia 𝑑 con un precio del vino igual aunque para el primero, un 
volumen menor que para el segundo, Kepler decide analizar el método usado en 
el cálculo del volumen de los toneles a partir del referente que aporta Arquímedes 
con el método de exhaución y formula la conocida Regla del tonel.  
 
Kepler aproximó el barril por un cilindro con radio de la base r y de altura h  













𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 1− 11  
 


























Ahora si se considera que el volumen del cilindro se expresa como 𝑉 = 𝜋𝑟!ℎ y al 
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De 1− 15 se aprecia que el volumen es una función cúbica de altura del cilindro 










𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 1− 12  
Con estas relaciones, Kepler se preguntaba que si d es fijo entonces ¿Qué valor 
de h da el máximo volumen? Como V es un polinomio en h, implicaría que la 
derivada ayudaba a determinar h para encontrar volumen máximo10. Así al derivar 
en 1− 15 e igualar a 0: 




















Así Kepler, con base es esta determinación matemática, demostró que si un barril 
no seguía la relación matemática [10] 
3ℎ! = 4𝑑! 






      (1–19) 
 
                                                
 
10 Dada la historia de las matemáticas, Kepler no uso el concepto de derivada como se conoce 
hoy día ya que el cálculo se descubrió hacia el siglo XVIII 
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aunque se desviara poco, no tendría mucho efecto en el volumen, ya que una 
función cerca de su máximo cambia de forma muy lenta.11   
 
El método descrito por Kepler mostraba la aproximación de la curvatura del barril 
por medio de una parábola, es decir que formuló la manera de acercarse al 
cálculo del volumen de los barriles de vino con formas irregulares. 
 
Esto lo llevó a trabajar sobre elementos infinitesimales, en donde enfocó sus 
razonamientos a diseccionar un sólido en número infinito de partes o secciones 
con el fin de sumarlas para obtener el volumen de la forma analizada. Este 
razonamiento también aplicaba para el cálculo de áreas. 
 
Félix Klein analizó su procedimiento y determinó que el volumen del barril estaba 
formado por una serie de secciones organizadas en capas de tal forma que el 
volumen general estaña conformado por la suma de los volúmenes de esas 
capas cilíndricas.  
 
Este es uno de los primeros indicios del cálculo integral a través  de la de la 
determinación de áreas y volúmenes como la suma de “infinitas secciones”. En la 
figura 1− 13 se representa el razonamiento que siguió Kepler [10] 
 
                                                
 
11 Esto quiere decir que para valores de h cercanos a su punto máximo, la función cambia muy 
poco 









2. Aspectos Disciplinares 
 
A continuación se presentan algunos aspectos disciplinares referidos al concepto 
de integral definida, sustentados a través de los distintos teoremas y definiciones 
sobre sumas de Riemann, áreas bajo la curva, Teorema Fundamental del 
Cálculo.  
 
De la misma forma se presentarán los conceptos teóricos subyacentes a los 
métodos numéricos de integración por medio de las reglas de Simpson y 
trapecios provistos desde sus definiciones, teoremas, demostraciones, 
representaciones  gráficas y algunos ejemplos.  
 
2.1. Primitivas e Integración definida  
 
2.1.1. Definición de Antiderivada o Primitiva 
 
Se dice que una función F es una antiderivada o primitiva de f, en un intervalo I si 
𝐹´ 𝑥 = 𝑓(𝑥) para todo x en I. [12] 
 
! Teorema 1 
 




Si F es una antiderivada de f en un intervalo I, entonces G es una 
antiderivada de f en el intervalo I si y sólo si es de la forma 
 
𝐺 𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝐶,para todo 𝑥 ∈ 𝐼 
 
con C una constante 
Demostración 
 
La proposición corresponde a un bicondicional, luego la prueba debe 
considerar los dos sentidos [12]:  
 
Uno de ellos: Si F es una antiderivada de f en un intervalo I y   
𝐺 𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝐶, para todo 𝑥 ∈ 𝐼, entonces G es una antiderivada de f en 
el intervalo I. 
 
En efecto  como 𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥) y  𝐶 es una constante, entonces: 
𝐺´ 𝑥 =
𝑑




En el otro sentido: Si F y G  son  antiderivadas de f en el intervalo I, 
entonces:  
 
𝐺 𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝐶,para todo 𝑥 ∈ 𝐼 
Se define la función: 
𝐻 𝑥 = 𝐺 𝑥 −  𝐹 𝑥 ,          𝑥 ∈ 𝐼 (2–2) 
 
El propósito es demostrar que H es constante en I, Para tales efectos se 
utilizará el método de contradicción: 
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Supongamos que  𝐻 no es constante en el intervalo 𝐼, entonces existen 𝑎 y 
𝑏, con 𝑎 < 𝑏,  en el intervalo I tal que 𝐻 𝑎 ≠ 𝐻 𝑏 . Además como 𝐻 es 
diferenciable en 𝑎, 𝑏 , por el teorema del valor medio existe algún 
𝑐 ∈  𝑎, 𝑏  tal que:  
𝐻´ 𝑐 =
𝐻 𝑏 − 𝐻(𝑎)
𝑏 − 𝑎
 (2–3) 
Dado que 𝐻 𝑎 ≠ 𝐻 𝑏  se sigue que 𝐻´(𝑐) ≠ 0. pero como 
 𝐺´ 𝑐 = 𝐹´ 𝑐 ,  y 𝐻´ 𝑐 = 𝐺´ 𝑐 − 𝐹´ 𝑐 = 0 (2–4) 
Lo que implica una contradicción, por lo que la hipótesis de que 𝐻 𝑥  no es 
constante, debe ser falsa y se concluye que 𝐻 𝑥 = 𝐶 
Por lo tanto,  
𝐺 𝑥 − 𝐹 𝑥 = 𝐶 (2–5) 
𝐺 𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝐶 (2–6) 
 
2.1.2. Notación para Antiderivadas o Primitivas 
 
Si 𝑦 = 𝐹 𝑥  es una antiderivada de f, entonces se dice que 𝐹(𝑥) es una solución 
de la ecuación: [12] 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥  
 
(2–7) 
de donde  
𝑑𝑦 = 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 (2–8) 
La operación inversa para determinar todas las soluciones de (1-8), se denomina 
integración y se denota mediante el signo de 𝑥. La solución general se denota 
mediante:  









𝑓 𝑥 → Integrando 
𝑑𝑥 → Variable de integración  
𝐶 → Constante de integración  
 
Es decir, el conjunto de las antiderivadas de una función f corresponde a la 
integral indefinida de la función f. 
 
La derivación y la integración son operaciones inversas, por lo que si se hace la 
sustitución de 𝐹´(𝑥) por 𝑓(𝑥) se tendría que  




Ahora, si 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝐶, entonces 
𝑑
𝑑𝑥




Dado esto, se pueden identificar algunas formulas de integración a partir de las 
formas de derivación. A continuación se enuncian algunas (Tabla 2− 1) 
 
Tabla 2-1: Reglas básicas de integración [12] 
 
REGLAS BÁSICAS DE INTEGRACIÓN 
 
Fórmulas de derivación 
 




 𝐶 = 0 0 𝑑𝑥 = 𝐶 
𝑑
𝑑𝑥
 𝑘𝑥 = 𝑘, 𝑘 ≠ 0 𝑘 𝑑𝑥 = 𝑘𝑥 + 𝑐,   𝑘 ≠ 0 
𝑑
𝑑𝑥
 𝑘𝑓(𝑥) = 𝑘𝑓´(𝑥) 𝑘𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑘 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 
𝑑
𝑑𝑥
 𝑓(𝑥 ± 𝑔(𝑥) = 𝑓´ 𝑥 ± 𝑔´(𝑥) 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ± 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 
Regla de las potencias 
𝑑
𝑑𝑥
 𝑥! = 𝑛𝑥!!! 
 
𝑥!𝑑𝑥 =  
𝑥!!!
𝑛 + 1
+ 𝑐, 𝑛 ≠ −1 
 




2.2. Sumas de Riemann e integrales definidas 
 
Sea f definida en el intervalo cerrado 𝑎, 𝑏  y sea 𝑃 una partición de  𝑎, 𝑏  dada 
por: 





donde ∆𝑥! representa  la longitud del i – ésimo subintervalo. Si 𝑐! es cualquier 
punto en el 𝑖 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 subintervalo 𝑥!!! , 𝑥! , entonces la suma: 
  





Se denomina una suma de Riemann de f para la partición P en el intervalo I. 
 
2.2.1. Definición de Integral Definida 
 
Si f se define en el intervalo cerrado 𝑎, 𝑏  y el límite de las sumas de Riemann 











Existe, entonces f es integrable en 𝑎, 𝑏  y el límite se denota por 
lim
∆! → !








                                                
 
12 La notación que aparece en 2 − 13 como  ∆𝑃  hace referencia a la norma de la partición del 
intervalo 𝑎, 𝑏  la cual refiere a la mayor distancia entre dos puntos consecutivos, es decir, 
∆𝑃 = max 𝑥! − 𝑥!!!: 𝑖 = 1 , 2 ,… , 𝑛   




El límite de la suma de Riemann se denomina como integral definida de una 
función f con respecto a x entre a y b, con a como el límite inferior y b como el 
límite superior de integración. 
 
Para que una función f sea integrable en 𝑎, 𝑏  se deben satisfacer algunas 
condiciones como la que se enuncia en teorema 2 [13] 
 
! Teorema 2 
 
Continuidad implica integrabilidad13: Si una función f es continua en un 
intervalo cerrado 𝑎, 𝑏  entonces f es integrable en 𝑎, 𝑏  
 
2.2.2. La Integral Definida Como Área de una Región 
 
Si f  es una función continua y no negativa en el intervalo cerrado 𝑎, 𝑏  entonces 
el área de la región acotada por la gráfica de f, del eje x y las rectas verticales 
𝑥 = 𝑎  y  𝑥 = 𝑏 está dada por: 







Considérese la región plana cerrada limitada por la curva definida por la función 





                                                
 
13 En sentido contrario, es decir que integrabilidad implica continuidad, no siempre es cierto, 
puesto que una función puede presentar una discontinuidad infinita en algún 𝑐 ∈ 𝑎, 𝑏  y aun así 
es integrable, expresado a través del concepto de integración  impropia. 











𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 2− 1  
 
La región está acotada por el eje x en la parte inferior,  las rectas verticales 𝑥 = 𝑎 
y 𝑥 = 𝑏 y por supuesto por 𝑦 = 𝑓(𝑥). Ahora si se divide el intervalo 𝑎, 𝑏  en n 
subintervalos, cada uno de la misma longitud ∆𝑥 determinados como !!!
!
 como se 








𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 2− 2  
 
Los extremos de los intervalos se determinarían como: 
 
𝑎 + 0 ∆𝑥 <  𝑎 + 1 ∆𝑥 < 𝑎 + 2 ∆𝑥 < ⋯ < 𝑎 + 𝑛(∆𝑥) 
      
                        
 









Por medio del teorema del valor extremo14, se garantiza la existencia de unos 
valores máximo y mínimo de la función f en cada subintervalo como se muestra en 
2− 16 
𝑓 𝑚! → 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑑𝑒 𝑓 𝑥 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑖 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 𝑠𝑢𝑏𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 
 





Luego se puede determinar un rectángulo inscrito en la i-ésima subregión y uno 
circunscrito en la i-ésima subregión. Esto implicaría que la altura del rectángulo 
inscrito es el valor mínimo y la altura del rectángulo circunscrito es el valor máximo, 
como se muestra en la figura (2− 2) 
 
Al sumar las áreas de los n rectángulos tanto inscritos, de base ∆𝑥 y de altura 𝑓(𝑚!), 
como de los circunscritos, de base ∆𝑥 y de altura 𝑓(𝑀!), se determina sus 
sumatorias como:  












Además es claro que: 𝑠 𝑛  ≤  𝑆 𝑛 , por lo que el área exácta de la región, está 
entre estos dos valores, es decir, 




Esto se puede apreciar en la figura (2− 3) 
                                                
 
14 Hay que recordar que el teorema del valor extremo indica que si f es continua en un intervalo 
𝑎, 𝑏 , entonces f  tiene un máximo y un mínimo en ese intervalo 




𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 2− 3  
 
Así, se puede ver que el área de la región delimitada por la función 𝑦 = 𝑓(𝑥), el 
eje 𝑥 y las rectas 𝑥 = 𝑎  y  𝑥 = 𝑏 esta  dado por la expresión  







2.2.3. El Teorema Fundamental del Cálculo  
 
El teorema fundamental del cálculo de forma general indica que los procesos 
donde se recurre al concepto de límite usados para definir la derivada y como se 
vio previamente, la integral definida conservan la relación de ser procesos 
inversos. 
 
Así el teorema fundamental del cálculo afirma que [12]:  
 
! Sea 𝑓 una función continua en un intervalo 𝑎, 𝑏 , entonces 
 








Donde 𝐹 es cualquier función tal que 𝐹´ 𝑥 = 𝑓(𝑥) ∀ 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  







Sea ∆= 𝑎 = 𝑥! , 𝑥:!…… , 𝑥! = 𝑏 = una partición del intervalo 𝑎, 𝑏  de tal 
manera que la diferencia 𝐹 𝑏 −  𝐹 𝑎  se escribirá como: 












Como la función continua y por el teorema del valor medio, existe un 
número  𝑐! en el i-ésimo subintervalo de tal manera que 
 
𝐹´ 𝑐! =
𝐹 𝑥! − 𝐹(𝑥!!!)





Como 𝐹´ 𝑐! = 𝑓(𝑐!) se hace ∆𝑥! = 𝑥! − 𝑥!!! y se escribe 
 







La ecuación anterior implica que al aplicar el teorema del valor medio, se podrá 
siempre hallar una serie de valores de 𝑐! tales que la constante determinada 
como 𝐹 𝑏 −  𝐹(𝑎), es una suma de Riemann de la función 𝑓 en el intervalo 𝑎, 𝑏 . 
Así al tomar el límite ∆  → 0 se obtiene: 
 







EJEMPLO: calcular la integral definida a través del teorema fundamental del 
cálculo se tendría:  



































9 = 2,695886 
 
Sin embargo si la cota superior no está dada por una constante 𝑏 si no por una 
variable 𝑥, se contemplaría una variante del teorema, conocida como el segundo 
teorema fundamental del cálculo enunciado de la siguiente forma [12]: 
 
! Segundo Teorema Fundamental del Cálculo 
 
Sea 𝑓 una función continua en un intervalo cerrado 𝐼 que contiene a 𝑎, 
para todo 𝑥 del intervalo se tiene que: 
 
𝑑








Sea 𝐹 =  𝑓 𝑡 𝑑𝑡!!  . Por la definición de derivada se tienen que  
 
𝐹´ 𝑥 = lim
∆!→!
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Por el teorema del valor medio para integrales15 existe un número 
𝑐 ∈  𝑥 , 𝑥 + ∆𝑥  de tal manera que la integral en la expresión anterior es 
igual a 𝑓(𝑐) ∆𝑥. Como 𝑥 ≤ 𝑐 ≤ 𝑥 + ∆𝑥 se tiene que c→ 𝑥 a la vez que 
∆𝑥 → 0. Así: 
 
𝐹´ 𝑥 =  lim
∆!→!
1




2.3. Integración numérica 
 
El problema de la integración numérica se resume en estimar el valor de  una 
integral definida            𝑓 𝑥 𝑑𝑥!!    
 
En diversas aplicaciones, en particular en la ingeniería, se presentan con 
frecuencia funciones sin primitiva elemental16 o corresponde a una función 
presentada en forma tabular o gráfica, para estos casos es necesario usar un 
método numérico de integración aproximada.  
 
Tales métodos se basan en expresar o aproximar la función del integrando por un 
polinomio que es fácil de integrar numéricamente. Las fórmulas más usadas para 




8 las cuales son casos particulares de las conocidas Formulas de 
Newton-Cotes que serán trabajadas en detalle como parte del desarrollo del 
trabajo.  
                                                
 
15 El teorema expresa que si 𝑓 es una función continua en un intervalo 𝑎, 𝑏 , existe un número 
𝑐 que pertenece a ese intervalo tal que: 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑓 𝑐 (𝑏 − 𝑎)!!  16 Se dice que algunas funciones no tienen primitiva elemental si el resultado de la integral no se 
puede expresar como la combinación de funciones exponenciales, polinómicas, logarítmicas, 
senos y cosenos, entre otras, es decir que no se puede determinar un 𝐹(𝑥) tal que 𝐹´ = 𝑓 
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2.3.1. La Formulas de Newton Cotes 
 
Estas fórmulas se caracterizan porque aproximan una función a integrar o una 
serie de datos tabulados que impliquen integración, por un polinomio sobre el cual 
se pueda evaluar numéricamente el valor de la integral en forma aproximada, es 
decir: 









 en donde 𝑝!(𝑥) es un polinomio de la forma: 
 
𝑝! 𝑥 =  𝑎! + 𝑎!𝑥 +  …  +  𝑎!!! 𝑥!!! + 𝑎! 𝑥! (2–33) 
 
Los casos que se analizarán corresponden a lo que se denomina integración 
cerrada, es decir cuando se conocen los valores de la función en los límites de 
integración, además se considerarán los casos en los que los datos que van a 
integrarse están igualmente espaciados.  
 
La aproximación por polinomios puede hacerse por polinomios de cualquier 
grado. A continuación [3] se muestran dos casos particulares de interpolación de 
la función o región a integrar:  
 
 
𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 2− 4  




En la figura 2 – 4, el gráfico 1, corresponde a una aproximación por una función 
constante o polinomio de grado 0, el gráfico 2 por medio de un polinomio de 
primer grado, mientras que en el tercer gráfico se utiliza un polinomio de segundo 
grado es decir una parábola. [3] 
 
La cantidad de puntos que se determinan en las aproximaciones, pueden 
aumentar de tal manera que sea cada vez más preciso el acercamiento al área de 
la región delimitada o al valor de una integral definida como se muestra en la 









𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 2− 5  
 
2.3.2. La Regla del Trapecio 
 
La regla del trapecio es una de las formulas (cerradas) de integración numérica 
de Newton-Cotes. Consiste en estimar el valor la integral a través de la suma de 
áreas de trapecios que cubran la región limitada por la curva, el eje x en el 
intervalo dado. Equivale a aproximar la función del integrando en el intervalo dado 
por polinomio de grado 1. [3] 
 
Consideramos n trapecios para aproximar la integral definida de una función 
𝑓 𝑥    continua y no negativa en el intervalo 𝑎, 𝑏 ,  como se muestra en la figura 
(2− 6) 










𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 2− 6  
 
Para aproximar el área, se divide el intervalo 𝑎, 𝑏  en n subintervalos de igual 
longitud:  ∆𝑥 = !!!
!
  
𝑎 = 𝑥! <  𝑥! < 𝑥! < ⋯ <  𝑥! = 𝑏 
𝑥! = 𝑎 + 𝑖∆𝑥 (2–34) 
 
Los trapecios se trazan tomando cada uno de los subintervalos como uno de los 
lados no paralelos del trapecio y las imágenes de los extremos corresponden a 










𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 2− 7  
 




Se calcula el área17 de cada uno y se suman para obtener la aproximación. Las 
áreas de cada trapecio se expresa [12]como:  
 













































         =
𝑏 − 𝑎
2𝑛

















Si el número de subintervalos se hace tender al infinito, es decir si  𝑛 → ∞ la 
aproximación mejora y: 
 
                                                
 
17 El área de un trapecio se determina como la semisuma de las bases menor (b) y mayor (B) 
multiplicado por su altura h :  𝐴! =
!!!
!
 ∙ ℎ 














  Area = 𝑙𝑖𝑚
!→!









Área  = 𝑙𝑖𝑚!→!
! ! !! ! !!!
!!
+ 𝑙𝑖𝑚!→! 𝑓 𝑥! ∆𝑥!!!!    









El procedimiento anterior se resume en el siguiente teorema: 
 
! Teorema 3 
  
Regla de los trapecios. Sea f una función continua en un intervalo 
cerrado 𝑎, 𝑏 , y los números 𝑎 = 𝑥!,  𝑥!, 𝑥!, 𝑥!,…   , 𝑥! = 𝑏  forman una 
partición regular del intervalo Entonces la aproximación de la integral  
𝑓 𝑥 𝑑𝑥!!  por medio de la regla de los trapecios está dada [13] por:  
 
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈  
𝑏 − 𝑎








Por ejemplo: Aproximar el valor de !
!!!!
 𝑑𝑥!/!!  con 𝑛 = 4 
 
1





8  𝑓 0 + 𝑓 1/2 + 2  𝑓 1/8 +  𝑓 1/4 +  𝑓 3/8  
1















𝟏+ 𝒙𝟐  𝒅𝒙
𝟏/𝟐
𝟎
≈  𝟎,𝟒𝟔𝟐𝟖 




2.3.3. La Regla De Simpson  
 
La regla de Simpson es  otra de las formulas (cerradas) de integración numérica 
de Newton-Cotes. Consiste en estimar el valor la integral a través de la suma de 
áreas de regiones limitadas por parábolas que cubran la región limitada por la 
curva y el eje x en el intervalo dado. Equivale a aproximar la función del 
integrando en el intervalo dado por polinomio de grado 2 [3]. 
 
! Regla de Simpson 1/3 
 
La regla de Simpson 1/3 consiste en tomar el área bajo una parábola que 
une tres puntos como se muestra en la figura (1− 8). Para esta regla se 
establece un polinomio 𝑝(𝑥), de aproximación de segundo grado: 
 




de tal forma que 
 
















𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 2− 8  
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El siguiente teorema muestra cómo obtener el área de la región limitada por 
la parábola  𝑦 = 𝑝 𝑥 = 𝐴𝑥! + 𝐵𝑥 + 𝐶  , el eje x en un intervalo [𝑎, 𝑏]. 
 
! Teorema 3:  
   
𝑝 𝑥 𝑑𝑥 =  
!
!





𝑝 𝑎 + 4𝑝
𝑎 + 𝑏
2













































































                                                
 
18 Tomada del libro Cálculo de Larson [12] 




En 2− 54 se expande y se organiza la expresión 2𝐴 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2 +
3𝐵 𝑏 + 𝑎 + 6𝐶  para obtener 𝑝 𝑎 , 𝑝 𝑏  y 4𝑝 !!!
!
 que significa 𝑝 𝑥  




2𝐴 𝑎! + 𝑎𝑏 + 𝑏! + 3𝐵 𝑏 + 𝑎 + 6𝐶





2𝐴𝑎! + 2𝐴𝑎𝑏 + 2𝐴𝑏! + 3𝐵𝑏 + 3𝐵𝑎 + 6𝐶
= 𝐴𝑎! + 𝐵𝑎 + 𝐶 + 𝐴𝑏! + 𝐵𝑏 + 𝐶






2𝐴 𝑎! + 𝑎𝑏 + 𝑏! + 3𝐵 𝑏 + 𝑎 + 6𝐶











Ahora con los resultados de 2− 54 y 2− 58 
 





𝑝 𝑎 + 4𝑝
𝑎 + 𝑏
2
+ 𝑝(𝑏)  
         (2–59) 
 
Así  




6 𝑝 𝑎 + 4𝑝
𝑎 + 𝑏




Para aplicar la regla de Simpson se hace una partición uniforme del intervalo  
𝑎, 𝑏  en n subintervalos de longitud ∆𝑥 = !!!
!
. Sin embargo se hace necesario 
que n sea par para agrupar los puntos de la partición, de tal forma que se 
consideren los subintervalos como: 




𝑥0 < 𝑥1 <  𝑥2 → 𝑥!, 𝑥! ,   𝑥! < 𝑥! <  𝑥4 → 𝑥!, 𝑥! ,  𝑥𝑛−2 < 𝑥𝑛−1 <  𝑥𝑛 → 𝑥!!!, 𝑥!  
 
Con: 
𝑎 = 𝑥! < 𝑥! <  𝑥! < 𝑥! < ⋯ <  𝑥!!! < 𝑥!!! <  𝑥! = 𝑏 (2–61) 
 
Esto significa que en cada subintervalo se toman tres puntos19 por donde pasará 
el polinomio cuadrático de aproximación, como se muestra en la figura (2− 9). 











𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 2− 9  
 
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥! − 𝑥!
6













2 (𝑏 − 𝑎)/𝑛
6












                                                
 
19 Los tres puntos son: los dos extremos del intervalo y el punto medio de ellos 




Es así que con 2− 64 se enuncia la regla de Simpson 1/3 como  
 
! Teorema 3:  
 
Regla de Simpson (1/3). Sea f una función es continua en un intervalo 
cerrado 𝑎, 𝑏  y n un número entero par y los números 𝑎 = 𝑥!,  𝑥!, 𝑥!,
𝑥!,…   , 𝑥! = 𝑏  forman una partición regular del intervalo, entonces la regla 
de Simpson para aproximar 𝑓 𝑥 𝑑𝑥!!  viene dada por: [13] 
 
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈  
𝑏 − 𝑎
3𝑛  𝑓(𝑥0) + 𝑓 𝑥𝑛 + 4 𝑓 𝑥1 + 𝑓 𝑥3 + ⋯+ 𝑓(𝑥𝑛−1)
!
!
+ 2 𝑓 𝑥2 + 𝑓 𝑥4 + ⋯+ 𝑓(𝑥𝑛−2  
 
Por ejemplo: Aproximar el valor de !
!!!!
 𝑑𝑥!/!!  con 𝑛 = 4 
 
1





12  𝑓 0 + 𝑓 1/2 + 4 𝑓 1/8 + 𝑓 3/8 + 2 𝑓 1/4  
1















𝟏+ 𝒙𝟐  𝒅𝒙
𝟏/𝟐
𝟎
≈  𝟎,𝟒𝟔𝟑𝟔 
 
! Regla de Simpson 3/8 
 
La regla de Simpson 3/8, se caracteriza porque aproxima la función a 
integrar con un polinomio de Lagrange de tercer grado. Para realizar esta 
aproximación se deben tomar ahora en cada subintervalo cuatro puntos, es 
decir,  




















donde ℎ = !!!
!
. La denominacion de 3/8 es debido a que h es 
precisamente multiplicado por  3/8. Esta regla, junto con la de trapecios 
y la de Simpson 1/3, es la tercera de las formulas de integración cerrada 
de Newton- Cotes. [3] 
 
La ecuación 2− 66 se puede expresar como 
 
𝐼 ≅ (𝑏 − 𝑎)






La regla de Simpson 1/3 alcanza a tener una exactitud de tercer orden 
con tres puntos a diferencia de la regla 3/8 que utiliza cuatro. En la figura 
2−10 se puede apreciar los cuatro puntos que generan 4 segmentos 









𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 2− 10  
 




Para determinar cómo se pueden aplicar y comparar el uso de estas reglas, se 
evaluará una integral por medio de la regla de los trapecios, de Simpson y por la 
antiderivada  a través del teorema del cálculo: 
Consideremos la integral: 
 





Se aproximará el valor de la integral con 𝑛 = 4, es decir, con una partición 
uniforme de 4 subintervalos. Así: 
 
Con la regla de los trapecios: 








      𝑓 2 = 2 5 
        









4 + 2 5  
𝑥 𝑥! + 1 𝑑𝑥
!
!
 ≈ 3,456730 
 
Con la regla de Simpson !
!
    
      








      𝑓 2 = 2 5 









4 + 2 2 + 2 5  
𝑥 𝑥! + 1 𝑑𝑥
!
!
 ≈ 3,393214 
 
Con la antiderivada a través del teorema del cálculo 
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𝑥 𝑥! + 1 𝑑𝑥 =
1
2 2𝑥 𝑥






















Al ver los tres resultados, los dos primeros por aproximación, y el tercero por 
medio del teorema del cálculo, se puede verificar “la cercanía” entre ellos, con 
diferencias pequeñas” en sus expresiones decimales. En la tabla 2− 2  se 
comparan sus resultados: 
 
Tabla (𝟐− 𝟐) 
Regla de trapecios (RT) Regla de Simpson (RS) Integral definida (TFC) 
3,456730 3,393214 3,393446 
 
Esto implica que los valores expresados mediante las reglas de Newton – Cotes 
presentan una aproximación al valor real de la integral. Sin embargo aunque son 
lo bastante cercanas, aún cuando solo se tienen pocos subintervalos, es decir, 
con un  𝑛 = 4 ,estas aproximaciones presentan un margen de error que puede ser 
evaluado numéricamente. Es así como a continuación se mostrarán los márgenes 
de error para las reglas de Newton – Cotes. 
 
2.3.4. Cotas de los Errores en las Reglas de los Trapecios y de 
Simpson 
 
Cuando se aplica una técnica de aproximación, se debe considerar que tan 
preciso resulta su proceso. Al trabajar con las reglas de trapecios y de Simpson 




como aproximaciones a 𝑓 𝑥 𝑑𝑥!! , se debe tener presente los errores de 
aproximación, considerados como la diferencia entre 𝑓 𝑥 𝑑𝑥!!  y el valor 
aproximado. [12] 
 
𝐸 = 𝑓 𝑥 𝑑𝑥!! − 𝐴  , donde A es la aproximación 
(2–68) 
 
A continuación se presentarán las expresiones que permiten calcular la cota del 
error para ambas reglas (de trapecios y de Simpson). 
 
! Para la regla de trapecios 
 
Si f tiene segunda derivada continua en 𝑎, 𝑏 , entonces el error para 
aproximar 𝑓 𝑥 𝑑𝑥!!  viene dado por la expresión: [12] 
𝐸 ≤
𝑏 − 𝑎 !




! Para la regla de Simpson 
 
Si f tiene segunda derivada continua en 𝑎, 𝑏 , el error de aproximación para 
aproximar 𝑓 𝑥 𝑑𝑥!!  viene dado por la expresión: [12] 
 
𝐸 ≤
𝑏 − 𝑎 !
180𝑛!  𝑚á𝑥 𝑓












𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 2− 11  
 
Las zonas sombreadas (de color azul) son los errores de aproximación por ambas 
reglas cuando se tienen igual cantidad de particiones: 𝑥! , 𝑥! y 𝑥! 
 
Dado esto, se calcularán las cotas de los errores para  




por medio de las reglas de trapecios y Simpson respectivamente. Cota del error 




12(4)! 𝑚á𝑥 𝑓´´(𝑥)  
 
Para determinar 𝑚á𝑥 𝑓´´(𝑥)  primero se calcula la segunda derivada de 
𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥! + 1 y luego se evalúan 𝑥 = 0  y 𝑥 = 2,  las cotas de integración: 
𝑓´´ 2  y 𝑓´´(0) 
𝑓´´ 𝑥 =
𝑥(2𝑥! + 3)




(0)! + 1 !/! = 0 = 0 
 






(2)! + 1 !/! = 1,967739 = 1,967739 
 




12(4)! 1,967739  
𝐸 ≤ 0,08198 
 






Para determinar 𝑚á𝑥 𝑓!(𝑥)  , al igual que en la regla de trapecios, se calcula la 
cuarta derivada de 𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥! + 1 y luego se evalúan 𝑥 = 0  y 𝑥 = 2 las cotas 
de integración: 𝑓! 2  y 𝑓! 0   
 
𝑓! 𝑥 = −
15𝑥
𝑥! + 1 !/! 
𝑓! 0 = −
15(0)
(0)! + 1 !/! = 0 = 0 
𝑓! 2 = −
15(2)
(2)! + 1 !/! = −0,107331 = 0,107331 
 




180 (4)!  0,107331  
𝐸 ≤ 7,45354 ×10!! 
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Así se tienen las cotas de los errores por aproximación tanto de la regla de los 
trapecios como de Simpson.  
 
A continuación se presenta una tabla comparativa en donde se recogen los 
resultados de la integral definida de los ejemplos anteriores a través del teorema 
fundamental del cálculo (TFC), las aproximaciones por regla de trapecios, de 
Simpson y sus respectivos errores de aproximación: 
 
Tabla (𝟐− 𝟑) 
Integral definida 
Resultados de la integral definida 
por: 
Resultados de las cotas 
de los errores por: 
 














Regla de  
Simpson 




De la anterior tabla se puede apreciar que la aproximación que genera una cota 
del error es menor en el establecido por la regla de Simpson con una 𝐸 ≤
 7,45354×10!! que por la de trapecios con un 𝐸 ≤ 0,08198d. Esto confirma que 
para un mismo valor de 𝑛 la regla que más minimiza el error de aproximación es 
la de Simpson.  
Una interpretación gráfica de este hecho se podría evidenciar a continuación con 
la figura, donde se pueden ver ambas aproximaciones con un mismo valor de 𝑛 
















𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 2− 12  
Sin embargo como los errores pueden hacerse tan pequeños como se quiera de 
acuerdo con el crecimiento de n y condicionados por la existencia y la continuidad 
de 𝑓 ´´ y 𝑓!, el valor del error por medio de la regla de trapecios se puede 
minimizar hasta el punto que se haga tan cercano a cero que el generado por la 
regla de Simpson. Esto se puede evidenciar a través del cálculo del tamaño de 𝑛 
dado el error de aproximación así: 
! Calcular el valor de 𝑛 de modo que el error de la aproximación para la 








12 ∙  𝑛! 𝑓´´(2)  
12
100 ∙  𝑓´´(2) =
8
 𝑛! 
100 ∙  𝑓´´(2)
12 =
𝑛!
 8  




8 ∙ 100 ∙  𝑓´´(2)
12  
𝑛 ≈ 11,4533 
𝑛 = 11 




180 ∙  𝑛! 𝑓
!(2)  
180
100 ∙  𝑓!(2) =
32
 𝑛! 









𝑛 ≈ 1,1953 
𝑛 = 2 
 
En ambos casos se tomo el valor entero de 𝑛, de 11 para la regla de trapecios y 
de 2 para la de Simpson20.  Se puede ver que la cantidad de subintervalos en las 
dos reglas no es un “muy grande” aunque por regla de Simpson se necesitan 
muchos menos subintervalos. 
 
Al aproximar el valor numérico de las integrales definidas por métodos numéricos, 
genera una aproximación tan buena y cercana como se quiera según sea la 
cantidad de particiones que se tomen del intervalo analizado, es decir según sea 
el valor que tome 𝑛. Al considerar lo anterior para la integral del ejemplo: 
                                                
 
20 Para el caso de la regla de Simpson, fue necesario tomar el valor de 2 ya que como se 
demostró previamente, 𝑛 debe ser par para aplicar su desarrollo 




𝑥 𝑥! + 1 𝑑𝑥!!  las reglas de trapecio y de Simpson y comparado con el que se 
calculó  a través del teorema fundamental del cálculo, se puede ver que el valor 
determinado por medio de la regla de Simpson es “más cercano” al calculado por 
la  integral definida que el que se hizo por regla de trapecios. Esto anterior es 
debido a que el polinomio de interpolación de segundo grado, usado en la regla 






3. Propuesta de Enseñanza – Secuencia de 
Actividades 
 
El capítulo tendrá una primera parte referida a la aplicación inicial de una prueba 
diagnóstico que contiene situaciones contextualizadas enfocadas a la integración 
numérica relevantes para los estudiantes de Ingeniería Catastral y Geodesia de la 
Universidad Distrital “Francisco José de Caldas”. Se analizan las concepciones 
iniciales que tuvieron los estudiantes con respecto a situaciones problema que 
implicaban un cálculo aproximado de diferentes áreas bajo la curva y de 
mediciones de distancias. 
 
Este análisis va acompañado de los diferentes recursos geométricos y numéricos 
que utilizaron los estudiantes para dar cuenta de las situaciones y como su 
desempeño mostraba la recurrencia al uso de la sumatoria del área de figuras 
geométricas que recubrieran toda la región contemplada. 
 
En una segunda parte se planteará la secuencia de actividades cuyo diseño está 
enfocado a trabajar el concepto de integración numérica, dividido en cuatro 
grandes temáticas recurrentes entre si y estructuradas de tal forma que cada una 
sea prerrequisito de la siguiente y se abordarán en el siguiente orden: primero el 
concepto del cálculo de áreas de regiones cuyo fundamento se basa en el 
método de exhaución, segundo, la aplicación de la sumas de Riemann para 
aproximar áreas concepto clave en el desarrollo de la integral definida, tercero el 
contraste entre los métodos numéricos de integración y los resultados provistos 




por el teorema fundamental del cálculo para finalizar y sintetizarla con problemas 
de aplicación que requieran la integración numérica. 
 
En una tercera parte se presentará la sistematización y análisis de la aplicación 
de algunas de las actividades propuestas en la secuencia atendiendo a cada uno 
de los cuatro conceptos contemplados en las cuales se encuentra dividida 
presentándose la adecuación del uso de uno u otra regla de integración numérica, 
basados en la suma de las áreas de figuras regulares que en su generalidad 
fueron rectángulos, para evidenciar la pertinencia del cálculo de integrales 
definidas sin el uso explícito de una función o del contraste con aquellas 
generadas por el teorema fundamental del cálculo. 
 
3.1. Sistematización y Análisis de Resultados de la 
Actividad Diagnóstico 
 
Previo a la presentación y desarrollo del tema de integración numérica, se aplicó 
a 38 estudiantes del curso de Cálculo Integral de las carreras de Catastral y 
Geodesia de la Universidad Distrital, una actividad de diagnóstico que incluyó tres 
problemas cuya solución involucran el concepto de integral definida y 
específicamente su interpretación geométrica como área.  
 
El objetivo fundamental de la prueba, era proponer problemas contextualizados 
de aplicación de la integral definida con la variante que la función que se debía 
integrar se presentaba o en forma gráfica o en forma tabulada, es decir no se 
dieron expresiones para definir las funciones; los retos de los estudiantes 
consistían en: primero identificar que la solución del problema se obtenía  a través 
de una integral definida y segundo determinar cómo estimar el valor de dicha 
integral. La actividad aplicada fue la siguiente: 
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Taller: Actividad Diagnóstico 
 
Situación 1 – Medición de distancias del crucero 
 
Los instrumentos de un crucero que viajó en una expedición por aguas del 
océano Caribe entre la Guajira y Panamá registraron la velocidad v(t) (medida en 
mi / h) durante las 10 horas que duró el trayecto  y generaron el reporte gráfico 










a) ¿Cómo estimaría la distancia recorrida por el crucero según el reporte que 
arrojaron los instrumentos de medición? Descríbala. 
b) Estime la distancia recorrida por el crucero durante el periodo de 10 horas, 













Situación 2 – Área de un terreno: quebrada, camino y  carretera 
 
Luego de hechos los estudios de suelos se concluyó que: dos tramos rectos, uno 
de carretera y otro de un sendero peatonal (los cuales se intersecan en ángulo 
recto) delimitan junto con una quebrada un terreno propicio para la construcción 
de una zona residencial. El ingeniero encargado para calcular el área delimitada, 
toma las medidas (en metros) desde el sendero peatonal hasta la quebrada y las 
registra en la siguiente tabla donde x representa la longitud de los espaciamientos 
a lo largo del sendero y y  la distancia hasta la quebrada: 
 
x 0 100 200 300 400 500 600 700 
y 125 125 120 112 90 90 95 88 
 
x 800 900 1000 
y 75 35 0 
 
a) Dibuje un croquis (aproximado) de la región geográfica que está 
delimitada.  
b) Determine una serie de pasos que le permita calcular el área del terreno 
delimitado y luego úsela para calcularla. 
c) ¿Cree que necesita alguna información extra para determinar el área del 














Situación 3 – Construcción de parques en Bogotá 
 
Como parte de la recuperación de algunas zonas ambientales en Bogotá, el 
distrito ha planeado construir un parque en un potrero según se muestra en la 










La región que está prevista aprovechar es aquella que está encerrada en el 
recuadro amarillo de la figura. Sin embargo existe una hondonada (recuadro 
amarillo interno) con una profundidad media de 2 m sobre el cual se quiere 
construir un lago. Tomadas las medidas de la hondonada, por parte de los 
encargados, de forma perpendicular a un eje horizontal (paralelo a uno de los 
lados más largos de la zona), con un espaciamiento horizontal  de 3m se ha 
obtenido la información recopilada en la siguiente tabla: 
 
x 0 3 6 9 12 15 18 21 
y 0 6 7 8 10 8 7 4 
 
x 24 27 30 33 36 39 42 








¿De qué manera se podría calcular el 
volumen aproximado de agua necesario 
para rellenarlo? Explique su proceso y 
estime numéricamente su volumen.  
 
Nota: Describa (si las hay) las dificultades 
encontradas en la solución del taller, ¿la información es suficiente?  
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A continuación se presenta la sistematización y análisis de las soluciones 
planteadas  por los estudiantes. Para facilitar el análisis, en cada problema 
después de revisar las soluciones se agruparon  en diferentes  tipos de 
“razonamiento” común: 
 
3.1.1. Situación 1 – Medición de distancias del crucero 
 
Los instrumentos de un crucero que viajó en una expedición por aguas del 
océano Caribe entre la Guajira y Panamá registraron la velocidad 𝒗(𝒕) 
(medida en mi/h) durante las 10 horas que duró el trayecto  y generaron el 












a) ¿Cómo estimaría la distancia recorrida por el crucero según el reporte 
que arrojaron los instrumentos de medición? Descríbala. 
b) Estime la distancia recorrida por el crucero durante el periodo de 10 
horas, de 𝒕 = 𝟎 a 𝒕 = 𝟏𝟎       
 
Para estimar la distancia recorrida, el grupo de estudiantes uso básicamente uno 
de los siguientes tipos de razonamiento: 
 
 




• TIPO I 
Usan la relación entre las variables tiempo y velocidad dada por la 
ecuación:  
 𝑣 =  !
!
  y calculan la distancia total recorrida como la suma de las 
distancias recorridas en intervalos de  1 hora, para lo cual usan valores 
aproximados de  la velocidad tomados de la gráfica. 
 
• TIPO II 
Determinan que la distancia total recorrida corresponde al área de la región 
limitada por la curva de la velocidad y el eje  horizontal (t) en el intervalo 
[0,10]. Para la estimación, descomponen la región en rectángulos de igual 
base (generalmente de 1 unidad) y toman como altura la imagen, ya sea 
del extremo izquierdo o derecho, de cada subintervalo (la más fácil de leer 
en el  gráfico) y suman las áreas de todos los rectángulos. 
 
• TIPO III 
Concluyen que la distancia total recorrida por el crucero corresponde a la 
longitud de la curva y para obtenerla aproximan la curva por una poligonal 
y utilizan la fórmula de la distancia entre puntos y los datos dados en la 
gráfica.  
 
La siguiente tabla (3− 1)  resume el número de estudiantes y el porcentaje de 












Tabla (𝟑− 𝟏) 





TIPO I 18 47 
TIPO II 14 37 
TIPO III 6 16 
 
Un 47 % uso el razonamiento   tipo I, es decir el que  determina la relación física 
entre las variables distancia (d), velocidad (v) y tiempo (t). Dado el conocimiento 
de dos de los tres valores (datos extraídos de las coordenadas 𝑡 𝑦 𝑣  en la 
gráfica), el despeje en  la ecuación:  𝑑 = 𝑣𝑡  ; se obtiene la distancia recorrida en 
cada intervalo (puede ser de 1 hora de longitud) y finalmente se  aproxima la 
distancia total recorrida por el crucero como la suma de todas estas distancias. 
 
Es de notar que en este proceso, algunos estudiantes optaron por tomar  
particiones más finas, es decir con más subintervalos por ejemplo de longitud  ½ 
hora  para que la aproximación fuera más precisa. 
 
Un 37% de los estudiantes uso el razonamiento tipo II, es decir la descomposición 
de la región bajo la curva en regiones geométricas de área conocida, la más 
común: los rectángulos cuya base se mantenía constante según la división del eje 
t en intervalos de 1 hora y la altura como la  imagen ya sea del extremo izquierdo 
o derecho de cada subintervalo (la más fácil de leer en el  gráfico) y el área total  
o sea la distancia recorrida como  la suma de  las áreas de todos los rectángulos. 
  
Un 16% de los estudiantes (6 estudiantes) uso el  razonamiento tipo III, es decir la 
relación pitagórica para obtener la distancia entre dos puntos a través de la 
adecuación de triángulos rectángulos de tal forma que la hipotenusa coincidiera 




con la curva como ajuste de la misma en pequeños subintervalos para así 
calcular aproximadamente la longitud de la curva a la que erróneamente 
asociaban con la distancia recorrida por el crucero.  
 
3.1.2. Situación  2 – Área de un terreno: quebrada, camino y  
carretera 
 
Luego de hechos los estudios de suelos se concluyó que: dos tramos 
rectos, uno de carretera y otro de un sendero peatonal (los cuales se 
intersecan en ángulo recto) delimitan junto con una quebrada un terreno 
propicio para la construcción de una zona residencial. El ingeniero 
encargado para calcular el área delimitada, toma las medidas (en metros) 
desde el sendero peatonal hasta la quebrada y las registra en la siguiente 
tabla donde 𝒙 representa la longitud de  los espaciamientos a lo largo del 
sendero y 𝒚  la distancia hasta la quebrada: 
 
x 0 100 200 300 400 500 600 700 
y 125 125 120 112 90 90 95 88 
 
x 800 900 1000 
y 75 35 0 
 
a) Dibuje un croquis (aproximado) de la región geográfica que está 
delimitada.  
b) Determine una serie de pasos que le permita calcular el área del 
terreno delimitado y luego úsela para calcularla. 
c) ¿Cree que necesita alguna información extra para determinar el área 
del terreno? ¿Por qué? 
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Para la representación del croquis de la región21, todos utilizaron  el plano 
cartesiano, hicieron coincidir el sendero peatonal con el eje x y la carretera con la 
recta 𝑥 = 1000 
 
Para la descripción de los pasos que permitiera el cálculo área se tuvieron los 
siguientes razonamientos:  
 
• TIPO I 
El área de la región se aproximó sumando las áreas de los rectángulos 
inscritos que se pueden trazar tomando como base cada subintervalos de 
longitud 100 y altura la imagen del extremo izquierdo de cada uno de los 
10 subintervalos22. 
 
• TIPO II 
El área de la región se aproximó sumando las áreas de los rectángulos 
inscritos y circunscritos con el fin de acotar de manera más precisa el área 
real delimitada por las condiciones del problema23. 
 
• TIPO III 
El área de la región se aproximó sumando las áreas de los rectángulos 
inscritos, más el área de los triángulos rectángulos que cubren la región no 
considerada en los rectángulos24. 
 
La siguiente tabla (3− 2) resume el número de estudiantes y el porcentaje de 
ellos que usa alguno de los razonamientos descritos:  
 
 
                                                
 
21 Ver en anexo A, a) 
22 Ver en anexo A, b) 
23 Ver en anexo A, c) 
24 Ver en anexo A, 0 




Tabla (𝟑− 𝟐) 





TIPO I 22 58 
TIPO II 4 11 
TIPO III 12 32 
 
En los tres tipos de razonamiento lo común fue  estimar el área de la región  a 
través de la descomposición de la región en formas rectangulares  o triangulares 
(es decir usando el método de exhaución empleado por  Arquímedes  y descrito 
en clase) y también  usando los planteamientos de las sumas de Riemann para 
obtener aproximaciones por defecto y por exceso, ya sea con rectángulos 
inscritos o circunscritos. La diferencia central en los razonamientos estuvo 
marcada en el número de  subintervalos considerados y en el número de figuras 
geométricas que recubren la región.  
 
Ahora bien, con respecto a la pregunta del apartado c, aproximadamente un 80% 
de los estudiantes, consideran que dado que uno de los lados que limita el 
terreno es “irregular” ,para obtener una mejor aproximación del área del terreno 
sería conveniente contar con más datos. 
 
De la misma forma se evidenció la necesidad de tener una función que modelara 
las mediciones realizadas en la situación con el fin de poder calcular una 
antiderivada y por medio del teorema del cálculo evaluar y tener  el valor del área. 
Sin embargo se hizo la notación que existía la posibilidad que la función que 
modelara los datos podía ser o no una función que tuviera primitiva elemental.  
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3.1.3. Situación  3 – Construcción de parques en Bogotá 
 
Como parte de la recuperación de algunas zonas ambientales en Bogotá, el 
distrito ha planeado construir un parque en un potrero según se muestra en 











La región que está prevista aprovechar es aquella que está encerrada en el 
recuadro amarillo de la figura. Sin embargo existe una hondonada (recuadro 
amarillo interno) con una profundidad media de 2 m sobre el cual se quiere 
construir un lago. Tomadas las medidas de la hondonada, por parte de los 
encargados, de forma perpendicular a un eje horizontal (paralelo a uno de 
los lados más largos de la zona), con un espaciamiento horizontal  de 3m se 
ha obtenido la información recopilada en la siguiente tabla: 
 
x 0 3 6 9 12 15 18 21 
y 0 6 7 8 10 8 7 4 
 
x 24 27 30 33 36 39 42 
y 6 4 5 4 2 1 0 
 
 




¿De qué manera se podría calcular el 
volumen aproximado de agua 
necesario para rellenarlo? Explique su 
proceso y estime numéricamente su 
volumen.  
 
Nota: Describa (si las hay) las dificultades encontradas en la solución 
del taller, ¿la información es suficiente?  
 
Para estimar el volumen, el grupo de estudiantes uso básicamente  uno de los 
siguientes tipos de razonamiento: 
 
• TIPO I 
Aproximar  el área de la región plana  como sumatoria  de áreas de 
algunos de los  rectángulos que la recubren, para lo que consideran como 
base segmentos de longitud 3 (de acuerdo con los datos dados) y como 
altura los valores de 𝑦 registrados en la tabla y luego el volumen  
multiplicando el área obtenida  por la profundidad media25. 
 
• TIPO II 
Algunos trazan  un sistema coordenado y en él ubican la región plana de 
tal forma que el eje x divida la región aproximadamente en dos de la 
misma área (es decir, detectaron una especie de “simetría”) y la usan para 
simplificar los cálculos, pues así sólo calculan usando el mismo 
razonamiento descrito  en Tipo I la mitad del área y la multiplican por la 
profundidad media y luego por dos para determinar el volumen. 
 
 
                                                
 
25 Ver anexo A, 0 










La siguiente tabla (2− 3) resume el número de estudiantes y el porcentaje de 
ellos que usa alguno de los razonamientos descritos: 
 
Tabla (𝟑− 𝟑) 





TIPO I 26 68 




En todas las situaciones presentadas en el diagnóstico, se evidenció la 
necesidad del uso de la descomposición de las regiones irregulares en 
figuras regulares (rectángulos y algunas veces triángulos rectángulos) con 
el fin de tener una aproximación lo bastante cercana al valor del área de la 
región delimitada. 
 
Algo que cabe destacar, es que la necesidad de tener una ecuación que 
permita modelar las situaciones se hizo latente en todas las situaciones, 
pues en la primera la mayoría de ellos, optó por utilizar la ecuación que 
relacionaba las variables tiempo, velocidad y distancia reiteradamente 
según las particiones del intervalo (eje x). Pero en las situaciones 2 y 3 no 




fue posible establecer algún tipo de ecuación que permitiera poder llevar a 
cabo dicha relación.  
 
Es así que la modelación de situaciones en las cuales no se tiene una 
ecuación sobre la cual fundar algún tipo de proceso de integración a 
través del teorema del cálculo para determinar una antiderivada, muestra 
como alternativa el recurso geométrico de la descomposición de regiones 
irregulares acotadas como la suma de figuras regulares que permitan 
tener una aproximación lo suficiente cercana al valor de la integral 
definida. Y es precisamente esto último, el sustento sobre el que se basa 
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3.2. Secuencia de Actividades  
 
Se abordará en esencia el concepto de la integral definida a través de los 
métodos numéricos de integración. Es por eso que la secuencia se encuentra 
dividida de forma recurrente en cuatro grandes conceptos sobre los que se 
destacan los siguientes: 
 
! Actividad 1: Referida al cálculo de áreas de regiones planas fundamentado 
en lo que se concibe como el método de exhaución como una primera 
aproximación al recubrimiento de áreas por formas geométricas de área 
conocida. 
 
! Actividad 2: Referida al concepto de Sumas de Riemann para aproximar 
áreas basado previamente en la concepción general del método de 
exhaución donde la recurrencia de la obtención de mayor cantidad de 
subintervalos mejoran sustancialmente la aproximación.   
 
! Actividad 3: Se analizan los fundamentos geométricos de la integración 
numérica con los del teorema fundamental del cálculo en integrales 
definidas a través la representación gráfica y numérica para cada caso con 
el uso de programación de Microsoft – Excel. 
 
! Actividad 4: Referido finalmente a problemas de aplicación cuya solución 
implica integración numérica además que se profundizan en el análisis los 
fundamentos analíticos y geométricos de la  integración numérica con los 
del teorema fundamental del cálculo a través del desarrollo en paralelo de 
las situaciones propuestas, sustentado además por la determinación de los 
errores de aproximación. 
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Taller # 1: Cálculo de áreas en el plano cartesiano 
 
Objetivo 
! Determinar el área de una región irregular en el plano cartesiano por medio 
de la descomposición en formas regulares de área conocida.  
 
1. La siguiente figura (encerrada en rojo) corresponde al plano de una casa 
(las medidas están dadas en metros). 
Determinar: 
a. El área de la zona verde. 
b. El área de la sala comedor. 
c. El área del garaje. 
d. El área del baño. 
e. El área total de la casa. 
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2. A continuación se presenta la fachada de la parte superior la cúpula de una 
iglesia, la región encerrada en verde corresponde a un vitral. Determinar: 
 
a. La cantidad de mármol necesaria para cubrirla.  




3. Las figuras 1 y 2 corresponden al mapa de una de las regiones de 
Cundinamarca, en su elaboración se manejó una escala de 1:25000 (es 
decir en la figura 2 el cuadrado de 5mm de lado tiene un área de  
15625 𝑚!).  
 
Describa y utilice un método que permita aproximar el valor del área de la 
región de la figura 1 a través de la malla de puntos provista en la figura 2  
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Taller # 2: Aplicaciones de la integral definida 
 
Objetivo: 
! Identificar la aplicación del concepto de área en la solución de algunos 
problemas. 
! Utilizar la integral definida para calcular el área de una región plana. 
 
1. A través de los diferentes reportes, la Secretaria de Movilidad de Bogotá 
muestra el flujo de automotores que pasan por ciertas zonas de la ciudad.  
Como parte del plan de mejoramiento de la movilidad que se está 
preparando, han analizado la frecuencia de automotores en una de las 
zonas del centro de la ciudad durante un lapso de 10 minutos como se 























a. El flujo de automóviles en los primeros 2 minutos, en los primeros 5 
minutos y en el último minuto. 
b. El flujo promedio de automotores durante los 10 minutos utilizando dos 
estrategias diferentes y luego compare sus resultados. ¿Qué puede 
concluir de ello? 
 
2. El sistema meteorológico de Colombia, registro diariamente, para la ciudad 
de Bogotá las temperaturas promedio (en °C) durante los meses de junio y 
Julio. Esto con el fin de determinar la influencia que tiene el fenómeno del 
niño en estos meses. 
 
El sistema meteorológico ha monitoreado esta información y ha generado 
reportes gráficos como lo muestra la siguiente figura: 
 
Estime: 
a. La temperatura promedio durante el mes de junio. 
b. La temperatura promedio durante el mes de julio. 
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c. Si hubo aumento de la temperatura promedio entre un mes y otro a raíz 
del inicio del fenómeno del niño. 
3. Considere las regiones del plano acotadas por: 
 
















Para cada una de las dos regiones previamente delimitadas:  
a. Estimar el área considerando: 
• La suma de las áreas de cuatro rectángulos inscritos en la región 
(dibújelos). 
• La suma de las áreas de cuatro rectángulos circunscritos en la región 
(dibújelos). 
• La suma de las áreas de cuatro trapecios que cubran  la región (dibújelos) 




• ¿Cuál de los valores obtenidos considera que es más próximo al área real 
de la región? ¿Por qué? 
 
b. Plantear y evaluar una integral para calcular el área de cada región. 
 
c. Calcule los errores correspondientes a cada una de las aproximaciones 
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! Aproximar el área de una región plana por medio de los métodos 
numéricos de integración (reglas de Simpson y trapecios).  
! Comparar los resultados de las aproximaciones de la integral definida 
provistos tanto por el teorema fundamental del cálculo como por las reglas 
de Simpson y trapecios apoyados en un lenguaje de programación.  
 













Aproximar el valor de la  integral 𝑒!! + 2!! 𝑑𝑥 usando la regla del trapecio 
y la regal de Simpson tomando una partición P uniforme con  n=4, es decir:  




, 2   
 
 




Regla del trapecio: 
La gráfica siguiente muestra los trapecios que se obtienen uniendo los 
puntos: 
 
! (0,3) con !
!
 , 𝑒 + 2  
! !
!
, 𝑒 + 2   Con (1, 𝑒! + 2) 
! (1, 𝑒! + 2) Con  !
!
 , 𝑒! + 2  
! !
!














La aproximación obtenida con la regla del trapecio es:   
 
𝑇! = 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈  
𝑏 − 𝑎









4  𝑓 0 + 𝑓 2 + 2  𝑓 1/2 +  𝑓 1 +  𝑓 3/2  
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4  3+ 𝑒
! + 2+  2  𝑒 + 2+  𝑒! + 2+ 𝑒! + 2  
𝑇! = 𝒆𝟐𝒙 + 𝟐  𝒅𝒙
𝟐
𝟎
≈  𝟑𝟐.𝟗𝟗𝟓𝟗 
 
 Regla de Simpson: 
La siguiente gráfica muestra las dos parábolas que se obtienen: la azul que  
pasa por los puntos: 0,3 , !
!
, 𝑒 + 2   y (1, 𝑒! + 2) y la verde que pasa por 
los puntos: (1 , 𝑒! + 2) !
!
 , 𝑒! + 2  y (2, 𝑒! + 2) 
 
 
La aproximación obtenida con la regla de Simpson es:   
 





3𝑛  𝑓(𝑥0) + 𝑓 𝑥𝑛 + 4 𝑓 𝑥1 + 𝑓 𝑥3 + ⋯+ 𝑓(𝑥𝑛−1)
+ 2 𝑓 𝑥2 + 𝑓 𝑥4 + ⋯+ 𝑓(𝑥𝑛−2  
 













2 + 2 𝑓 1  





6  3+ 𝑒
! + 2+ 4 𝑒 + 2+ 𝑒! + 2 + 2 𝑒! + 2  
𝑆! = 𝒆𝟐𝒙 + 𝟐  𝒅𝒙
𝟐
𝟎
≈  𝟑𝟎,𝟗𝟑𝟏𝟗 
 
Ahora bien, si usamos el teorema fundamental del cálculo tenemos: 
 







 = 𝟑𝟎,𝟕𝟗𝟗 
 
Al comparar este resultado con las aproximaciones calculadas 
previamente, el error es: 
 
𝐸! = 𝐼 −  𝑇! = 30.799− 32.9959 = −2,1969  
𝐸! = 𝐼 − 𝑆! = 30.799− 30.9319 = −0.1329 
 
Para el problema particular se puede observar que la regla de Simpson 
genera una mejor aproximación que la regla del trapecio, hecho que no es 
casual pues se puede demostrar que en general para un mismo valor de n 
el error obtenido al aplicar la regla de Simpson siempre es menor que el 
obtenido por la regla del trapecio. 
 
Este hecho se puede justificar a través de las fórmulas que permiten 
calcular las cotas de los errores para ambas reglas. Así para el ejercicio 
anterior se tiene: 
 
Para la regla de trapecios: 
𝐸 ≤  
(𝑏 − 𝑎)!
12 𝑛!  max 𝑓¨ (𝑥)  
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𝐸 ≤  
(2− 0)!
12 (4)!  𝑓"(2)  
𝐸 ≤  9,0996 
 
Para la regla de Simpson: 
𝐸 ≤  
(𝑏 − 𝑎)!
12 𝑛!  max 𝑓¨ (𝑥)  
𝐸 ≤  
(2− 0)!
180 (4)!  𝑓
!(2)  
𝐸 ≤  0,6066 
 
La cota del error al usar la regla de trapecios es   ≤ 9,0996 mientras que 
para Simpson es  ≤ 0,6066 lo que corrobora la observación anterior. 
 
2. A partir del proceso previamente descrito y con la misma función: 
(𝑓 𝑥 =  𝑒!! + 2   En el intervalo [0,2]), considérese lo siguiente:  
 
a. Hacer la aproximación numérica con las dos reglas tomando  𝑛 = 6 e 
ilustrar gráficamente cada proceso. 
b. En cada caso encontrar el error de la aproximación. ¿Cuál de las 
aproximaciones es más cercana al valor real del área? Gráficamente ¿se 
visualiza esta conclusión? 
 
Para las integrales que se presentan a continuación, estimar su valor 
numérico a través de la aplicación (elaborada en Microsoft - Excel26) 




                                                
 
26 Para efectos de la presentación del trabajo, este aspecto se presentara como un anexo en 
donde se darán las indicaciones pertinentes. Ver anexo B, g) 





Integral  definida 
 
 











































































Integral  definida 
 
 









Error de aproximación 
por Regla de trapecios 
TFC -  RT 
Error de aproximación 
por Regla de trapecios 

































Error de aproximación 
por Regla de trapecios 
TFC -  RT 
Error de aproximación 
por Regla de trapecios 



















a. ¿Qué regla de aproximación es más “cercana” al valor de la integral 
determinado por medio del Teorema Fundamental del Cálculo?  
b. ¿Qué se puede analizar de sus errores de aproximación respectivos? 
c. Compruebe su razonamiento calculando las cotas máximas del error por 
ambas reglas. 
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! Aplicar el concepto de los métodos numéricos de integración (reglas de 
Simpson y trapecios) para aproximar el área de una región plana en la 
solución de situaciones problema. 
 
1. En un poblado a las afueras de Bogotá, se quiere desecar y rellenar una 
pequeña parte de un pantano para la construcción de un refugio de vida 
silvestre presente en la zona. El ingeniero encargado toma una vista 
geográfica de la región y a través de mediciones proporcionadas por medio 
del sistema de información geográfica determina unas medias patrón para 
que los técnicos encargados del trabajo de campo tengan como referente 
para desecar y rellenar el pantano según su volumen.  
 
El SIG (sistema de información geográfica) proporciona una imagen aérea 














a. Utilizar la regla del trapecio  con n=6 para aproximar el área de la 
superficie del pantano. 
b. Utilizar la regla de Simpson  con n=6 para aproximar el área de la 
superficie del pantano. 
c. Si en el trabajo de campo, se determinó que la profundidad media del 
pantano es de 2,46m, entonces: 
¿Aproximadamente cuantos metros cúbicos de tierra se necesitaran 
para llenar el pantano? 
 
2. Como parte de la recuperación de algunas zonas ambientales en Bogotá, 
el distrito ha planeado construir un parque en un potrero según se muestra 










La región que está prevista aprovechar es aquella que está encerrada en 
el recuadro amarillo (externo) de la figura. Sin embargo existe una 
hondonada (recuadro amarillo interno) con una profundidad media de 2 m 
sobre el cual se quiere construir un lago. Tomadas las medidas del “ancho” 
(y) de la hondonada, por parte de los encargados, de forma perpendicular 
a un eje horizontal (paralelo a uno de los lados más largos de la zona), con 
un espaciamiento horizontal de 3m se ha obtenido la información 
recopilada en la siguiente tabla: 
 





x 0 3 6 9 12 15 18 21 
y 0 6 7 8 10 8 7 4 
 
x 24 27 30 33 36 39 42 
y 6 4 5 4 2 1 0 
 
 
¿De qué manera se podría calcular el 
volumen aproximado de agua necesario 
para rellenarlo? Explique su proceso y 





3. Luego de hechos los estudios de suelos se concluyó que: dos tramos 
rectos, uno de carretera y otro de un sendero peatonal (los cuales se 
intersecan en ángulo recto) delimitan junto con una quebrada un terreno 
propicio para la construcción de una zona residencial. El ingeniero 
encargado para calcular el área delimitada, toma las medidas (en metros) 
desde el sendero peatonal hasta la quebrada y las registra en la siguiente 
tabla donde x representa la longitud de los espaciamientos a lo largo del 
sendero y y  la distancia hasta la quebrada: 
 
x 0 100 200 300 400 500 600 700 
y 125 125 120 112 90 90 95 88 
 
x 800 900 1000 
y 75 35 0 
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a) Dibuje un croquis (aproximado) de la región geográfica que está 
delimitada.  
b) Determine una serie de pasos que le permita calcular el área del terreno 








3.3. Sistematización y Análisis de Resultados de una 
Muestra de la Secuencia de Actividades 
 
Una vez desarrollado la actividad diagnóstica y trabajado el tema de integración 
numérica como parte del curso de Cálculo Integral, se aplicó una serie de 
actividades sobre las cuales basar el desarrollo del concepto de integral definida y 
su interpretación como área. 
 
Las actividades aplicadas fueron puestas en contextos problema sobre las cuales 
se incluían aspectos geométricos de recubrimiento de áreas a través de la 
descomposición en formas regulares de áreas conocidas, la estimación de área 
bajo la curva por medio de cubrimientos con formas regulares así como 
determinada por el teorema fundamental del cálculo y la aproximación prevista 
desde los métodos numéricos (reglas de Simpson y trapecios). Las actividades 
aplicadas fueron las siguientes: 
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La siguiente figura (encerrada en rojo) corresponde al plano de una casa (las 
medidas están dadas en metros). Determinar: 
 
a. El área de la zona verde.  
b. El área de la sala comedor. 
c. El área del garaje. 
d. El área del baño. 













A continuación se presenta la fachada de la parte superior la cúpula de una 
iglesia, la región encerrada en verde corresponde a un vitral. Determinar: 
 
a) La cantidad de mármol necesaria para cubrirla.  
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El sistema meteorológico de Colombia, registro diariamente, para la ciudad de 
Bogotá las temperaturas promedio (en °C) durante los meses de junio y Julio. 
Esto con el fin de determinar la influencia que tiene el fenómeno del niño en los 
meses de Junio –Julio. El sistema meteorológico ha monitoreado esta información 
y ha generado reportes gráficos como lo muestra la siguiente figura: 
 
Estime: 
a. La temperatura promedio durante el mes de junio. 
b. La temperatura promedio durante el mes de julio. 
c. Determine si hubo aumento de la temperatura promedio entre un mes y 
otro  a raíz del inicio del fenómeno del niño. 
 
Problema 2. 
Considere la región del plano acotada por: la curva  𝑓 𝑥 =  −3𝑥! + 𝑥! + 10𝑥  , el 
eje x, y las rectas 𝑥 = 0  𝑒   𝑥 = 2   











! Estimar el área de la región considerando: 
 
a) La suma de las áreas de cuatro rectángulos inscritos en la región 
(dibújelos). 
b) La suma de las áreas de cuatro rectángulos circunscritos en la región 
(dibújelos). 
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En un poblado a las afueras de Bogotá, se quiere desecar y rellenar una pequeña 
parte de un pantano para la construcción de un refugio de vida silvestre presente 
en la zona. El ingeniero encargado toma una vista geográfica de la región y a 
través de mediciones proporcionadas por medio del sistema de información 
geográfica determina unas medias patrón para que los técnicos encargados del 
trabajo de campo tengan como referente para desecar y rellenar el pantano 
según su volumen.  
El SIG (sistema de información geográfica) proporciona una imagen aérea de la 












Si en el trabajo de campo, se determinó que la profundidad media del pantano es 
de 2,46m, entonces: 




a. Utilizar la regla del trapecio con n=6 para aproximar el área de la 
superficie del pantano. 
b. Utilizar la regla de Simpson con n=6 para aproximar el área de la 
superficie del pantano. 
c. ¿Aproximadamente cuantos metros cúbicos de tierra se necesitaran 
para llenar el pantano? 
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De esta forma y al igual que lo mostrado con la actividad diagnóstico, se presenta 
a continuación la sistematización y análisis de las soluciones presentadas por los 
estudiantes agrupadas en diferentes  tipos de “razonamiento” común: 
 
3.3.1. Taller # 1 – Cálculo de áreas en el plano cartesiano 
 
Problema 1. 
La siguiente figura (encerrada en rojo) corresponde al plano de una casa 
(las medidas están dadas en metros). Determinar: 
a. El área de la zona verde. 
b. El área de la sala comedor. 
c. El área del garaje. 
d. El área del baño. 











Para determinar el área tanto de la casa completa como de las zonas sobre las 
cuales se encuentra dividida se encontraron los siguientes  razonamientos. 
 
Para calcular el área de la zona verde, se utilizó la descomposición en formas 
cuadriláteras de área conocida, más exactamente en 2 trapecios rectangulares y 
2 dos romboides. De la misma forma para el cálculo del área tanto del baño,  




garaje y la sala – comedor se siguió con las mismas formas (trapecios 
rectangulares) con la parte restante de la sala como un rectángulo. Esto se puede 











𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 3− 1  
 
Sin embargo, para el cálculo del área total de la casa a pesar de su forma 
trapezoidal (rectangular), fue determinada por medio de la resta entre el área del 
rectángulo que se forma entre el área de la casa y el triangulo rectángulo formado 









                                                
 
27 Ver anexo B, a) 
28 Ver anexo B, b) 













𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 3− 2  
 
Este tipo de razonamientos se pudo evidenciar en todos los estudiantes. Sin 
embargo para la segunda parte del problema, es decir, para el cálculo del área de 
la casa un 15% (6 estudiantes) optó por usar la forma de trapecio rectangular 
para calcular su área sin recurrir al triangulo rectángulo identificado previamente. 
 
Aunque se tuvo esta variante, se pudo evidenciar que todos los razonamientos  
hechos por los estudiantes, mostraba que para el cálculo de las áreas de las 
regiones provistas se usaba la descomposición en formas regulares de área 
conocida. Este hecho permitió que todos los estudiantes pudieran calcular los 




A continuación se presenta la fachada de la parte superior la cúpula de una 
iglesia, la región encerrada en verde corresponde a un vitral. Determinar: 
 
a) La cantidad de mármol necesaria para cubrirla.  
















Al igual que el caso anterior, para determinar la cantidad de metros cuadrados de 
mármol que se requieren para cubrir la fachada, los estudiantes usaron 
básicamente la descomposición en formas geométricas de área conocida. La 
división usada por todos los estudiantes se muestra a continuación29: 
 
 
𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 3− 3  
 
                                                
 
29 Ver anexo B, c) 
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Esto muestra la recurrencia a formas geométricas tales como: triángulos 
rectángulos y cuadriláteros como los rectángulos y los trapecios rectangulares. 
Como los vértices de cada una de estas figuras corresponden a coordenadas en 
el plano cartesiano, las medias para calcular sus áreas se expresaron 
rápidamente. Así, la cantidad de mármol necesario para cubrirla30 es de 24,75 𝑚! 
 
Ahora, para determinar el área del vitral, se utilizó la ecuación del área del círculo 
𝐴 = 𝜋𝑟! sobre el cual el radio 𝑟 tenía un valor de 1𝑚. De tal manera el área del 
vitral se expresó como 𝜋 𝑚!. 
 
Finalmente los estudiantes expresaron los valores de los apartados a y b como:  
 
a) La cantidad de mármol necesaria para cubrirla: 
𝐴!"#"$% =  24,75 𝑚! −  𝜋 𝑚! ≈ 21,608 𝑚! 
 
b) La cantidad del vidrio para el vitral: 












                                                
 
30 Ver anexo B, d) 








El sistema meteorológico de Colombia, registró diariamente, para la ciudad 
de Bogotá las temperaturas promedio (en °C) durante los meses de junio y 
Julio. Esto con el fin de determinar la influencia que tiene el fenómeno del 
niño en los meses de Junio –Julio. El sistema meteorológico ha 
monitoreado esta información y ha generado reportes gráficos como lo 
muestra la siguiente figura: 
 
Estime: 
a. La temperatura promedio durante el mes de junio. 
b. La temperatura promedio durante el mes de julio. 
c. Determine si hubo aumento de la temperatura promedio entre un mes y 
otro  a raíz del inicio del fenómeno del niño. 
 
Para la estimación de las temperaturas, se evidenció en todos los estudiantes el 
uso del concepto de sumatoria para hacer la estimación de las temperaturas en 
ambos casos. Sin embargo la diferencia entre los diferentes razonamientos se 
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basó en el uso de los conceptos que permitían llegar a determinar la estimación 
de las temperaturas, dentro de los que se encuentran:    
 
a) TIPO  I: 
Toman los valores aproximados según la disposición en el plano 
cartesiano de las posibles parejas (𝑥,𝑦), para identificar la base y la altura 
de los rectángulos que pueden cubrir el área y luego se determina el valor 
promedio.   
 
b) TIPO II: 
Toman los valores aproximados según la disposición en el plano 
cartesiano de las posibles parejas (𝑥,𝑦), para llevar a cabo el algoritmo de 
los métodos de integración (reglas de trapecios / Simpson) y luego se 
determina el valor promedio.   
 
La siguiente tabla (3− 4)  resume el número de estudiantes y el porcentaje de 
ellos que usa alguno de los razonamientos descritos31:  
Tabla (𝟑− 𝟒) 





TIPO I 15 39 
TIPO II 23 61 
 
Los razonamientos indican que los procesos de sumatoria de áreas están 
presentes en las formas de proceder de los estudiantes diferenciados según el 
tipo de respuestas (Tipo I y II). Esto implica la visión general del concepto central 
                                                
 
31 Ver anexo B, e) 




de la integral definida sobre el que plenamente se basan los métodos de 
integración numérica. 
 
De la misma forma, para determinar la temperatura promedio a lo largo del 
intervalo determinado, se empleo de manera adecuada el teorema de valor 
promedio para integrales32, lo que permitió poder establecer la estimación de las 
temperaturas solicitadas en ambos casos y definir si hubo o no aumento.   
 
Esto, en comparación con lo trabajado en la actividad diagnóstico, muestra la 
claridad del concepto de sumatoria para la integración definida, sobre el cual se 
quiere direccionar las actividades a desarrollar en donde se reconoce el porqué 




Considere la región del plano acotada por: la curva  𝒇 𝒙 =  −𝟑𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 + 𝟏𝟎𝒙  








! Estimar el área de la región considerando: 
 
                                                
 
32 Recordar que el teorema del valor medio para integrales muestra que si 𝑓  es continua en un 
intervalo 𝑎, 𝑏  ∃ 𝐶 𝜖 al intervalo tal que 𝑓 𝑐 𝑏 − 𝑎 = 𝑓 𝑥 𝑑𝑥!!  
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a) La suma de las áreas de cuatro rectángulos inscritos en la región 
(dibújelos). 
b) La suma de las áreas de cuatro rectángulos circunscritos en la región 
(dibújelos). 
c) La suma de las áreas de cuatro trapecios que cubran la región (dibújelos) 
 
Las representaciones que usaron los estudiantes para cubrir el área bajo la curva, 
a través de los rectángulos inscritos, circunscritos y de los trapecios, se presentan 
a continuación33   
 
 
Á𝑟𝑒𝑎 𝑐𝑜𝑛 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜𝑠       Á𝑟𝑒𝑎 𝑐𝑜𝑛 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜𝑠          Á𝑟𝑒𝑎 𝑐𝑜𝑛 𝑡𝑟𝑎𝑝𝑒𝑐𝑖𝑜𝑠 
 
𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 3− 3  
 
Estas representaciones se basan directamente de los conceptos trabajados en 
clase sobre los cuales se determinó que el área bajo la curva estaba modelada 
por la sumatoria de rectángulos que se pudieran expresar dentro de la región 
delimitada. Esto implicaba que a mayor cantidad de particiones o de rectángulos 
inscritos o circunscritos, la aproximación al área delimitada de iba a cercar a su 
valor real.  
                                                
 
33 Ver anexo B, f) 




De la misma forma el área determinada por los trapecios fue expresada como se 
mostró en la figura 3− 3 sobre lo cual visualmente y en comparación con la 
disposición de los rectángulos se cubría mayor área por lo que su estimación 
sería más cercana al valor real del área determinada por la integral. 
 
Esto anterior conecta con la pregunta sobre cuál de los valores considera más 
próximo al área de la región, todos se inclinaron hacia lo sucedido con los 
trapecios ya que las zonas que quedaban por cubrir resultaban menores a las que 
se originaban por los rectángulos. Algunas de las respuestas fueron34: 
 
 “Área por rectángulos inscritos ≈ 9,0625 𝑢!“ 
“Área por rectángulos circunscritos ≈ 11,25 𝑢!” 
“Área por trapecios ≈ 10,0084 𝑢!” 
 
“El área calculada con los trapecios ya que no queda faltando 
mucho de la función como con los rectángulos inscritos ni se 
sobrepasa como los rectángulos circunscritos”  
 
“El resultado más próximo es el usado por la regla del trapecio 
ya que se mantiene dentro del valor del área buscada” 
 
Ahora, al plantear la integral definida como −3𝑥! + 𝑥! + 10𝑥!! 𝑑𝑥 y evaluarla 
para obtener !"
!
 𝑢! ≈ 10, 6 confirmaba la proximidad con encontrada las 
respuestas por las aproximaciones del apartado anterior pero con la 
diferenciación que la calculada con los trapecios resultaba ser la más cercana. 
 
                                                
 
34 Respuestas dadas por los estudiantes. La representación 𝑢! significa unidades de área 
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Los errores de aproximación, obedecieron a la diferencia que existía entre el valor 
real del área por la integral y los encontrados por las aproximaciones. 





En un poblado a las afueras de Bogotá, se quiere desecar y rellenar una 
pequeña parte de un pantano para la construcción de un refugio de vida 
silvestre presente en la zona. El ingeniero encargado toma una vista 
geográfica de la región y a través de mediciones proporcionadas por medio 
del sistema de información geográfica determina unas medias patrón para 
que los técnicos encargados del trabajo de campo tengan como referente 
para desecar y rellenar el pantano según su volumen.  
El SIG (sistema de información geográfica) proporciona una imagen aérea 














Si en el trabajo de campo, se determinó que la profundidad media del 
pantano es de 2,46m, entonces: 




a. Utilizar la regla del trapecio con n=6 para aproximar el área de la 
superficie del pantano. 
b. Utilizar la regla de Simpson con n=6 para aproximar el área de la 
superficie del pantano. 
c. ¿Aproximadamente cuantos metros cúbicos de tierra se necesitaran 
para llenar el pantano? 
 
En cada una de las estimaciones  para el cálculo del área del pantano y posterior 
de su volumen, los estudiantes en su totalidad emplearon los algoritmos de 
aproximación dados por las reglas de trapecios y de Simpson sobre los cuales le 
permitieron responder a cada uno de los apartados  de la situación.  
 
De esta forma los cálculos de y las formas de representación del área se 
expresaron de la siguiente forma:  
 
Para la aproximación por regla de trapecios: 
 





3+ 44+ 2 9+ 12+ 16+ 23+ 37  





Para la aproximación por regla de Simpson: 
 





3+ 44+ 2 12+ 23 + 4(9+ 16+ 37)  




Los valores incluidos en la estimación se obtuvieron de la información planteada 
en la situación, es decir que: 
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𝑓 𝑥! = 3 
𝑓 𝑥! = 9 
𝑓 𝑥! = 3 
𝑓 𝑥! = 12 
𝑓 𝑥! = 16 
𝑓 𝑥! = 23 
𝑓 𝑥! = 44 
 
Ahora, para la determinación de los metros cúbicos necesarios para rellenar el 
pantano, los resultados de los estudiantes evidenciaron dos tipos de respuestas: 
 
a) TIPO  I: 
Toman la aproximación hecha por la regla de Simpson como una aproximación 
más cercana y obtienen el valor de los metros cúbicos como:     
𝒗 = 730𝑚! ×2,46𝑚! = 𝟏𝟕𝟕𝟖,𝟓𝟖 𝒎𝟑 
 
b) TIPO II: 
Toman ambas aproximaciones para calcular la cantidad de metros cúbicos 
necesarios para rellenar el pantano y luego se promedian para obtener un único 
valor:  𝒗 = 𝟏𝟕𝟖𝟕,𝟏𝟗 𝒎𝟑 
 
La sistematización de estos procesos de presentan en la tabla  (2− 6)   
 
Tabla (𝟑− 𝟓) 





TIPO I 20 53 
TIPO II 18 47 




Por situaciones descritas en los trabajos de campo35 expuestas por los 
estudiantes, la diferencia entre los valores de aproximación resulta ser 
significativa por lo que el 47% optó por promediar estos datos para obtener un 
margen de error menor la que se podría establecer al tomar solo una de las 
aproximaciones.   
 
Sin embargo la estimación por la regla de Simpson que fue tomada por el 53% 
seguía con la interpretación geométrica de abarcar la mayor cantidad de área 
posible con un margen de error tan pequeño como se quisiera según la cantidad 
de particiones hechas. Esto justificó esta elección, pues al trabajar en clase las 
diferentes demostraciones matemáticas y aplicaciones a situaciones problema 
por estos métodos numéricos de integración resultaba con menor margen de 
error la aplicada por regla de Simpson. 
 
Estos diferentes hechos y aspectos tanto visuales, matemáticos y prácticos de los 
métodos de integración a través de lo trabajado en clase según el plan de 
estudios de la Universidad así como las actividades aplicadas tanto en el 
diagnóstico como algunas de la secuencia, resalta la eficacia y aplicabilidad de 
estos métodos para modelar y solucionar situaciones tanto generales como 
propias de la carrera de Ingeniería Catastral y Geodesia como la medición de 
terrenos y áreas de zonas cubiertas por formas irregulares.  
 
Es claro que para tales efectos no se determinan los cálculos “a mano” si no que 
se emplean programas computacionales o instrumentos que arrojan un cálculo 
aproximado de las mediciones hechas en las diferentes situaciones. Sin embargo, 
esto no quiere decir que lo que se hizo solo sea útil para el contexto educativo ya 
                                                
 
35 Las salidas de campo que realizan los estudiantes de este semestre (segundo) es por una 
asignatura llamada “suelos” en donde se estudian diferentes aspectos de las contexturas de los 
terrenos, los tipos de materiales, rocas y minerales presentes, así como aspectos ambientales de 
la zona 
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que algunos de los programas o instrumentos usados en la práctica (software 
computacional36 como ARCGIS, AutoCAD o instrumentos como el planímetro) 
basan su funcionamiento en conceptos de integración como se analizará 
posteriormente en este trabajo. 
 
                                                
 
36 Estos programas son trabajados en la universidad en asignaturas posteriores al curso de 
cálculo Integral. Son utilizados entre otras cosas, como recursos para realizar mediciones de 
terrenos o mapas.  
 
 
4. El Planímetro: Algunos aspectos 
matemáticos y de su funcionamiento 
 
Como complemento a los aspectos disciplinarios del cálculo de áreas y las 
diferentes herramientas que se utilizan para tales efectos en este capítulo se 
abordarán algunos aspectos matemáticos y de funcionamiento mecánico del 
planímetro,  dispositivo que permite calcular área de regiones cerradas.  
 
4.1. Algunos conceptos generales sobre el planímetro 
 
El planímetro es un dispositivo de medición empleado para el cálculo de áreas de 
regiones irregulares. Los conceptos matemáticos sobre los que basa su 
funcionamiento se obtienen con base en la teoría de integrales de línea. [8] 
 
Fue inventado en el año de 1886 por  H. Prytz. Este instrumento da el área 
comprendida dentro de líneas cuando la punta del mismo recorre el contorno, a 
través del movimiento de la punta trazadora (o la lente) por el contorno de la 
figura. Por medio de una pantalla donde aparece una rueda medidora con su 
respectivo indicador, se puede leer el área de la forma analizada. Esto significa 
que hacen uso de una integral definida asociada a la región analizada. 
 
Existen diferentes versiones de planímetros, como por ejemplo el planímetro polar 
de  Jacob Amsler, en planímetro de Petersen, el planímetro digital, que no son 
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más que diferentes variaciones en su forma mecánica pero que basan su 
fundamento matemático de la misma forma. 
 
4.1.1. Fundamentos matemáticos del planímetro 
 
El funcionamiento de los planímetros se basa en una aplicación del teorema de 
Green [8]. veamos: 
 
! Teorema de Green  
 
Sea C una curva simple, cerrada, suave por partes con orientación positiva en el 
plano, y sea R la región encerrada por C. Si los campos escalares 
𝑃 𝑥,𝑦   𝑦  𝑄(𝑥,𝑦) tiene  derivadas parciales continuas en una región  abierta que 
contiene a R, entonces:  
𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
!






Para el caso particular en que 𝑄! −  𝑃! = 1  la integral: 
 𝑄! −  𝑃! 𝑑𝐴! = 1𝑑𝐴!  Geométricamente corresponde al área de la región 
R.  
 Algunas opciones para obtener esta  igualad son: 
• 𝑃!(𝑥,𝑦) = −1  𝑦  𝑄!(𝑥,𝑦) = 0 de donde una opción sería que 𝑃(𝑥,𝑦) =
−𝑦  𝑦  𝑄(𝑥,𝑦) = 0  luego (4–2) será:: 






•  𝑃!(𝑥,𝑦) = 0  𝑦  𝑄!(𝑥,𝑦) = 1, de donde una opción sería que  
𝑃(𝑥,𝑦) = 0    𝑦     𝑄(𝑥,𝑦) = 𝑥  Luego (4–2) será: 









•  𝑃! 𝑥,𝑦 =
!!
!
  𝑦  𝑄!(𝑥,𝑦) =
!
!
 de donde una opción sería que  
𝑃(𝑥,𝑦) = !!
!
  𝑦  𝑄(𝑥,𝑦) = !
!
  Luego (4–2) será: 
1







Lo anterior permite establecer una aplicación del teorema previamente descrito, a 
través del uso del planímetro para la medición del área de la región cerrada. Al 
describir la trayectoria de la curva con uno de sus brazos, la medición que registra 
el planímetro está asociada a través de una integral definida a dicho contorno, es 
decir, una integral doble sobre la región que tiene como frontera ese contorno 
recorrido. A continuación se explicarán sus fundamentos conceptuales  
 
4.1.2. Área de Barrido 
 
Los fundamentos conceptuales del funcionamiento del planímetro, se basan en el 
cálculo del área que barre un segmento rectilíneo. Este fundamento se expresará 
en detalle a continuación [8] 
 
Sea un arco de curva de extremos 𝐴!𝐵! el cual se mueve en el plano cartesiano 
de manera continua hasta la posición 𝐴!𝐵!. El punto 𝐴! describirá en su 
movimiento la curva 𝐴!𝐴!, el punto 𝐵! trazará en su movimiento la curva 𝐵!𝐵!. De 
esta forma queda determinado un recinto dado por 𝐴! 𝐵! 𝐵! 𝐴! como se muestra 














𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 4− 1  
Ahora, sea AB una posición intermedia de la curva y 𝐴´𝐵´ otra posición muy 
próxima (infinitamente próxima) a AB. El área del recinto 𝐴! 𝐵! 𝐵! 𝐴! se puede 
calcular mediante la región delimitada por los puntos   𝐴! 𝐵! ,𝐵! 𝐵! ,𝐵! 𝐴!,𝐴! 𝐴! a 
través de la expresión: 
 
1





Como los puntos 𝐴!𝐵!, 𝐴!𝐵! definen las posiciones tanto inicial como final 
respectivamente así como las trayectorias determinadas por sus extremos 𝐴!𝐴! 
y  𝐵!𝐵! conforman en el plano una curva cerrada llamada como área de barrido 
calculada mediante una integral curvilínea a lo largo de la frontera de la curva 
𝐴! 𝐵! 𝐵! 𝐴! 
 
Ahora, si el arco definido por 𝐴!𝐵! hiciera un desplazamiento continuo en el 
plano cartesiano hasta la posición 𝐴!𝐵!, el punto 𝐴! describirá en su movimiento  
una curva cerrada 𝐴! 𝐴!. De la misma forma ocurrirá con el punto 𝐵! que 
determinará a su vez otra curva cerrada  𝐵! 𝐵!. El cálculo del área de barrido se 
hará mediante la suma de las áreas descritas por los recintos delimitados por las 




curvas cerradas que son descritas por  𝐴! y  𝐵!. Estas áreas se denotarán  como 








𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 4− 2  
 
 
4.1.3. Algunos Aspectos de su funcionamiento 
 
Actualmente existen diferentes clases de planímetros, algunos mecánicos y otros 
con lectura digital. Uno de los más comunes es el planímetro polar. [17] 
 
Está constituido por dos brazos unidos por una articulación, uno de ellos, el brazo 
polar termina en una pesa que se fija en el papel a través de una aguja; el otro 
brazo, llamado brazo señalador o trazador el cual en su extremo posee un visor 
con un retículo señal el cual será movido por el contorno del área a determinar.  
 
En la zona donde se determina la articulación, existen una serie de mecanismos 
entre los que se encuentran una rueda que se desliza por el papel, junto con el 
                                                
 
37 Esta imagen fue tomada de: 
http://biblioteca.uns.edu.pe/saladocentes/archivoz/curzoz/planimetro.pdf 
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movimiento del visor y que en su movimiento acciona el contador, una rueda 
principal y otra secundaria con un nonius38 de medida.  
 
El brazo trazador, tiene una longitud variable, la cual es adaptable según sea la 









𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 4− 3  
                                                
 
38 Es una pieza móvil que permite medir longitudes con una aproximación de décimas o 
centésimas de milímetro 










El desarrollo del trabajo fue enfocado al concepto de integración numérica a 
través de las reglas de Simpson y trapecios como un recurso para abordar la 
integración definida. Para esto inicialmente  se determinaron las concepciones 
históricas de la integral como de los métodos numéricos de integración y su 
desarrollo a través de diferentes épocas y personajes. 
 
Estos aspectos históricos sustentaron los diferentes conceptos disciplinares 
abordados en el trabajo y que son propios de los programas académicos 
relevantes al cálculo tanto integral como diferencial. De aquí que se determinó la 
importancia de un amplio desarrollo disciplinar de los métodos numéricos de 
integración con el lenguaje y terminología que hoy día se utiliza en el aula, trabajo 
que se realizó durante el primer semestre académico del presente año (2015). 
 
Este sustento teórico y disciplinar plasmados en los capítulos 1 y 2, permitió 
fundamentar la estructura de la secuencia de actividades con énfasis para los 




estudiantes con los que se trabajó40, a través de la aplicación y análisis tanto de 
la prueba diagnóstico como de algunas de las actividades de la secuencia. 
 
Los conceptos provistos por estas actividades así como de algunos desarrollados 
en el aula de clases como por ejemplo el cálculo tanto de áreas de regiones 
irregulares como el de integrales definidas, mostró la pertinencia del recurso de 
los métodos numéricos de integración para solucionar algunas situaciones 
académicas que estuvieran enfocadas a las prácticas y trabajos de campo que 
ellos realizan en su carrera, trabajos y prácticas basan su desarrollo en el 
concepto básico de la integral como área bajo la curva desde situaciones para las 
que no se conoce en forma explícita la función, como por ejemplo la 
determinación de las áreas de diferentes zonas analizadas y trabajadas por 
diseños de mapas a escala. 
 
Es así que al contrastar los resultados de la prueba diagnóstica con las de las 
actividades de la secuencia, aplicada a los estudiantes, se puede concluir que se 
aclararon los conceptos de integral definida desde el concepto inicial sobre 
recubrimiento de áreas con formas regulares hasta la claridad en la identificación 
de algunas situaciones que conducen a la aplicación de la integral definida. 
 
De la misma forma a través de los comentarios de los estudiantes, se rescata que 
ellos son conscientes de la gran importancia de la herramienta de integración 
numérica para solución de problemas propios de su quehacer como ingenieros 
catastrales pues el desarrollo de las situaciones de problemas contextualizados 
llevó a percibir gran motivación en su planteamiento y búsquedas de solución con 
diferentes alternativas provistas por técnicas como la malla puntos, concepto 
trabajado en asignaturas relacionadas con la topografía. 
                                                
 
40 Estudiantes  de segundo semestre de Ingeniería Catastral y Geodesia de la Universidad Distrital 
Francisco José de Caldas 






Dentro de las recomendaciones se podría contemplar que paralelamente al 
desarrollo de estos métodos numéricos de integración, se debe complementar el 
trabajo con el uso de TIC’s, pues estas podrían potenciar en los estudiantes aún 
más su desarrollo y avance conceptual a la vez que se generen actividades más 
cercanas a situaciones propias de la carrera y que les sea de utilidad en otras 
asignaturas diferentes a las de ciencias básicas. 
 
Sería apropiado continuar con esta línea de trabajo para investigar y analizar 
otras aplicaciones de la integral definida y particularmente del uso de los métodos 
de integración numérica en otras ingenierías que permitiera tener un enfoque 




A. Anexo: Evidencia  -  Actividad 
diagnóstico  
A continuación se adjuntan algunas imágenes de la evidencia de la aplicación de 
la actividad diagnóstico como parte del sustento del análisis.  
 












































B. Anexo: Evidencia - Secuencia de 
actividades y software de 
programación  
A continuación se adjuntan algunas imágenes de la evidencia, de la aplicación de 
la secuencia de actividades como parte del sustento del análisis. De la misma 
forma se darán algunas de las indicaciones para el manejo de la programación 
hecha en Excel propias de una de las actividades propuestas. 
 
  













b) Anexo 2 
 














c) Anexo 3 
 










d) Anexo 4 
 
  





e) Anexo 5 
 




















f) Anexo 6 
 
 

















g) Anexo 7 
 
Para completar la tabla a través de la programación hecha en Microsoft -  
Excel, téngase  en cuenta lo siguiente: 
 
! En caso que no se puedan modificar ningún valor, se debe habilitar 
el contenido provisto en Excel a través de la ventana de opciones 
como se muestra a continuación:  
 
 
! Los únicos valores que se pueden modificar son: los de las cotas de 
integración de la función, es decir 𝑎 y 𝑏, así como la cantidad de 
subintervalos  𝑛. 
! Las funciones son fijas y no se deben modificar 
! Luego de fijados los valores previos, dar click en uno de los dos 
botones llamados “aplicar regla trapecios” o “aplicar regla Simpson” 
según sea el caso a evaluar. 
! Una vez hecho este proceso, el programa le solicitará una funciona  
evaluar por lo que se digitará 1 para la primera integral o 2 para la 




segunda. Automáticamente calculará la aproximación según la regla 
escogida con su respectiva cota del error.  
 
A continuación se adjunta una imagen de la interfaz que se le 
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